Fonction polynoéme et équation du second
degré

1 Définition et vocabulaire

rDéﬁnition

On appelle fonction polyndéme du second
degré toute fonction définie dur R par :

f(z)=az’+ bz +c
ol a, b et ¢ sont trois réels avec a # 0.
a, b et ¢ sont appelés coefficients du polynéme
ax? + bx + c.
o a est le coefficient du terme de degré 2
o b est le coefficient du terme de degré 1 ilinG g il
o c est le terme constant. \/
La courbe représentative d’une fonction poly- i

nome du second degré est appelée une para-
bole.
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-\@’-Exemples

o la fonction g définie sur R par g(z) = —52% + x — 1 est une fonction polynéme du second
degré.

o la fonction h définie sur R par h(x) = z? est une fonction polynéme du second degré ou
le coefficient de terme de degré 1 et le terme constant sont égale a 0.

o la fonction ¢ définie sur R par i(x) = z — 1 n’est pas une fonction polynéme du second
degré, c’est une fonction affine.

o La fonction définie sur R par f(z) = 3z% — 5 est une fonction polynéme de degré 2.

Déﬁnition
| On appelle sommet le point "le plus haut" ou le point "le plus bas" de la parabole.
Dans le graphique, S est le sommet de P et S’ est le sommet de P’



¥ Propriété
% Deux polynémes sont égaux si et seulement si les coefficients des termes de méme degré sont
égaux.
3@’-Exemple
pour tout z € R, 222 — 3z + 1 = az? + (b — 1)x + ¢ si et seulement si :
a = 2
b—1 = -3
c =1

2 Forme canonique

rDéﬁnition

Soient a, b et ¢ trois réels avec a # 0 et p la fonction polynéme du second degré définie par :
p(z) =az’ + bz +c

On appelle discriminant de p le réel défini par :

A = b — dac

3@’-Exemple
Soient f la fonction polynéme de degré 2 définie par f(z) = 22% — 3z + 1 et A son discriminant.
On a donc f(x) =ax®> +bx +caveca=2,b= -3 et c=1,dou:

A=b—dac=(-3)?-4x2x1=9-8=1



¥ Propriété
Pour toutes fonctions polynémes du second degré définie par p(z) = ax? + bx + ¢, (a # 0), il
existe deux réels a et [ tels que :

ple)=a(z—a)’ +5

—b —A
aveca:2—etﬁ:f(04):4—
a a

Cette forme est appelé forme canonique de p et le sommet de la parabole représentant p est

S(a, B).
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gDémonstration

Soient a, bet ¢ trois réels avec a # 0

b
ax2+bx+c:a(x2—|——+g>
a
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-\@’-Exemples
On peut utiliser deux méthodes différentes pour déterminer la forme canonique d’une fonction
polynéome du second degré définie par f(x) = 3% — 24z + 2.

1. On utilise le calcul en suivant le principe de la démonstration.
f(x) =32% — 242 + 2

= 3(2? — 8z) +2

=3((x —4)>—-16) + 2

=3(x—4)2 —48 +2

=3(x —4)% — 46

2. On peut aussi utiliser les formules de la propriété.

302 —24x +2=ax’+br+caveca=3,b=—24et c =2
b  —(-24) 24
2 2x3 6
et B=f(a)=f(4) =3x4>-24x4+2=3x16—96+2=48 —96+ 2 = —46
donc f(z) = a(x — a)* + B, c’est a dire | f(z) = 3(z — 4)* — 46

On a alors a =

3 Equations du second degré et forme factorisée

3 .1 Racine évidente, factorisation et racine

Déﬁnition
On appelle racine de la fonction polynéme du second degré f(z) = ax?® + bx + ¢ avec a # 0
toute solution de I’équation f(z) = 0. C’est a dire toute solution de I’équation ax? + bz +c =0

-@’-Exemple

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 32? — 5z + 2.
Tout d’abord, f est une fonction polynéme du second degré.
De plus, on remarque f(1) = 0, en effet :

f(1)=3x12-5x14+2=3-5+2=0

1 est donc une racine de f.

3 .2 Meéthode générale



¥ Propriété
Soit a, b et ¢ trois réels avec a # 0 et A = b? — 4ac le discriminant du polynéme az? + bx + ¢
o Si A >0, alors il existe deux réels x; et x5 tel que :

ar’ +bx+c=a(xr — ) (T — 1)

avec :

b+ VA ot b= VA

2a 4B 2a

a(z — x1) (r — x3) est appelé forme factorisée du polynome.
Dans ce cas, I’équation az? 4+ bz + ¢ = 0 admet deux et seulement deux solutions réelles
distinctes qui sont x; et x5. On les appelle aussi racines du polynoéme.

o Si A =0, alors il existe un réels xq tel que :

T

ax? 4+ br 4 ¢ = a (z — x0)°

avec

b

- 2a

a(x — x0)° est appelé forme factorisée du polynome.

Dans ce cas, I’équation ax? + bz + ¢ = 0 admet une unique solution réelle qui est zy. On

I’appelle aussi racine du polynéme.
o Si A <0, alors le polynéme n’admet ni racines, ni forme factorisée.

Zo

-@’- Exemple

o L’objectif de cet exemple est de résoudre 1’équation :
20 — Tz —4=0

Dans un premier temps, on remarque qu’il n’y a pas de racines évidentes.
Dans ce cas, on calcul le discriminant de az? +br +caveca=2,b= -7 et c = —4 :

A=V —dac=(-T7T)*—4x2x(—-4) =49+ 32 =381
A > 0, donc 'équation 222 — 7z — 4 = 0 a deux solutions distinctes qui sont :

—b— VA —b+ VA

rGy = ———" et Ty =
2a 2a
_ —(=7)— 81  — (=7 + V81
2% 2 N 2% 2
_7-9 _T+9
__% =
_ -_—— :4
2

o L’objectif de cet autre exemple est de déterminer la forme factorisée de la fonction définie
sur R par f(z) =22 — 7o — 4.
C’est la méme question que la précédente, mais posée différemment. La encore, apres
avoir remarqué qu’il n’y a pas de racine évidente, on pourra calculer le discriminant de




1
f et déterminer les racines qui sont comme précédemment z; = —5 et o = 4.
La forme factorisée de f est donc :
f(2) = a(z —21)(z — 2,)
-1
Y P _4
1

:2<x+§) (x —4)

ﬁDémonstration

Soient a, bet ¢ trois réels avec a # 0 et f la fonction définie sur R par f(z) = ax® + bz + c.
Comme on 'a vu dans la démonstration précédente, on a :

b +c= +i A
axr Ha cC=a xr 2(1 4&2
b)2 \/A2

o SiA >0, OH&A:\/ZQ et par conséquent : az? + bxr 4+ c = a (Slf—l—z—
a

_ b+ VA —b— VA

et Ty =

o 2a 2a

et par conséquent, pour tout réel x :
ar? +br+c=0sa(r—x1)(r —22) =0
Sr—xr1=0 oux—x3=0 cara#0
Sr=2r 0oux=uIT
o SiA=0,ona:

2
ax2+bx+c:a<(x+ﬁ) —0)
2a

= a(z — x0)° avec :

To =5
et par conséquent, pour tout réel x :
ar’?+br+c=0sa(zx—1x0)° =0

Sr—29=0 cara#0
=~ T =2
o Supposons A < 0, alors on a :

A
2 _ R - =
ax +bx+c-0<:>a<(x—|—2a) 4a2> 0

b\> A
@(ac—l—%) —@—O car a # 0




o(esl) -2
v 2 )  4a?

A b\
or A <0,donc — < 0alorsque (z4+— ] >0.
4a? 2a
b 2
Donc |z + %) =12 est impossible et par conséquent, I’équation ax? + bx +c = 0
a a
n’admet pas de solution dans R. La fonction polyndéme f n’a donc pas de forme factorisée.

4  Relation coefficients/racines

¥ Propriété
Soit a, b et ¢ trois réels avec a # 0 et p(x) = ax? + bz + ¢ un polynéome de degré deux ayant
deux racines distinctes z; et x5. On a alors :

O 1 +2T9=—
a
c
o T1T2 = —
a
¢ Exemple

o La fonction polynéme du second degré définie par f(x) = 2% —3x+1 admet deux racines,
en effet son discriminant A = (—=3)> =4 x 1 x 1 =9 — 8 = 1 est positif.

. : . . 3
On sait donc, de par la propriété ci-dessus, que la somme des racines est 1= 3 et leur

) 1 s 1 :
produit est 1= 1. C’est a dire, en notant x; et x5 ces deux racines, on a :
T1+1r5=3 et vy Xxy=1
o La fonction polyndéme du second degré définie par g(x) = —22? + 7z + 6 admet deux

racines, en effet son discriminant A = 7% — 4 x (—=2) x 6 = 9 — 8 = 97 est positif.

. . . . -7 7
On sait donc, de par la propriété ci-dessus, que la somme des racines est <=3 et leur

. 6 . .
produit est = —3. C’est a dire, en notant x; et zs ces deux racines, on a :

7
x1+a72:§ et T Xxy=-3

ﬁDémonstration

Soit a, b et ¢ trois réels avec a # 0 et p(x) = az? + bz + ¢ un polynéme de degré deux ayant
deux racines distinctes x1 et z5. On a alors, en utilisant la forme factorisée de p :
p(@) = ale — 1) (v — z2)
=a(2? — 2wy — 170 + T179)
= a(2® — z(z1 + 13) + 2179)
= ax? — ax(xy + T2) + a1 T2
or pour tout réel x, p(x) = ax® + bz + ¢, donc par identification, on obtient :

—a(x1+22) =0 et axrixzs =c



c
| donc | (z1 +x9) = — et a1 = —
a a

@Y Propriété
Deux réels ont pour somme S et pour produit P si et seulement si il sont solution de I’équation
22— Sz+P=0

g Démonstration

o Si deux réels x1 et x5 ont pour somme S et pour produit P, alors xo = S — z7.
de plus P = z125 = 2,(S — 1) = Sx; — 22.
Donc 22 — Sz; + P = 0 et par conséquent x; est solution de 'équation z*> — Sz + P = 0.
On montre de méme que x5 est aussi une solution de 1’équation 2> — Sz + P = 0.

o Réciproquement, si x; et x5 sont solutions de I’équation 22 — Sz + P = 0, alors, d’aprés
la proposition précédente, ont leur somme qui est égale & S et leur produit égale a P.

5 Représentations graphiques - axe de symétrie

5.1 Axe de symétrie

r'Propriété

La parabole P représentant la fonction du se-

cond degré définie sur R par f(z) = ax®+br+c y=xa'—4x—3
admet la droite d’équation z = ~og pour axe 4
a

de symétrie.

Y e e ]

-\@’-Exemple
La parabole représentant la fonction polynome de degré 2 définie sur R par f(z) = 52% — 3z +7,

a pour axe de symétrie la droite d’équation x = —2_><—5. C’est donc la droite d’équation x = 0



:g Démonstration

Soit P la parabole représentant la fonction définie sur R par f(z) = ax?® + bz + c.

On a donc d’aprés le cours, pour tout réel x, f(r) = a(z —a)? + B ot a = ——

2a
—b b
D’ou f(z) = a(z — 2—)2 + /3, ou encore f(z) = a(x + 2—)2 + 5.
a a
Soit x et 2’ deux réels symétriques par rapport a ;—, c’est a dire que :
a
r+y —b
2 2a
— — —b
donc x + 2’ =2 X — = — et par conséquent |2’ = — — x|
2a a a
Pour montrer que la droite d’équation =z = ;— est un axe de symétrie de P, on doit donc
a
montrer que f(x') = f(z).
En effet :
f@) = ale! + oo+ 6
—b b,
= a(; - ﬂ7b %) + 5
(e 22
a(~z b2a) +5
_ R
a(r + 2@) + 3
= f(z)

—b
La droite d’équation x = % est donc un axe de symétrie de P |.
a
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5 .2 interprétations graphiques

A>0

A <0




