Suites arithmétiques et géométriques

1  Suites arithmétiques

Déﬁnition

Soit € N

(uy,) est une suite arithmétique de premier terme w; et de raison r € R si et seulement si pour
tout n € N tel quen >ion a|u,r1 =u, +r|

-@’-Exemple
Soit (u,) la suite arithmétique de raison 3 et de premier terme ug = —2.
On a alors :
+3 +3 +3 +3 I +3
+(3 x 5)
Y Propriété

(uy,) est une suite arithmétique de premier terme u; et de raison r € R.
Dans ce cas, on a pour tout (n,p) € N? tel que n > i,p > i on a|u, =u, + (n—p) x|
Cas particulier sip =10 : u, =ug+n x r.

3@’-Exemple
Soit (uy,)nen la suite arithmétique de raison r = 2 et telle que us = 3.
Pour calculer w9, on peut utiliser la formule précédente, d’ott :
g =us + (12 —5) x 2
=3+7x2
=17

¥ Propriétés
Variation d’une suite arithmétique
o Une suite arithmétique est strictement croissante si et seulement si sa raison est stricte-

ment positive.
o Une suite arithmétique est strictement décroissante si et seulement si sa raison est stric-

tement négative.




4 démonstration
En effet, soit (u,) est une suite arithmétique de raison r.
On a donc u,+1 = u, + r et par conséquent :
Upy1 > Up & Upy1 — Uy > 0
S U, +1r —u, >0
<r>0
Donc (u,,) est strictement croissante si et seulement si 7 > 0.

On démontre de méme que (u,) est strictement décroissante si et seulement si r < 0.

¥ Propriété
Somme des n premiers entiers naturels

& 1
Zk:1+2+3+...+(n—1)+n:@

k=1
Et pour tout entier naturel p tel que p < n, on a :

(p+n)(n—p+1)
2

zn:k:p+(p+1)+(p+2)+...+(n—1)+n:

k=p

-@’-Exemple
36
> k=5+6+7+..435+36
k=5
(54 36)(36 — 5+ 1)
2

=41 x 18
=738




:g démonstration

Soit S =Y k=p+(p+1)+(p+2)+..+n—1)+(n-2).
k=

D’ou : '
S=p+{@+1)+{pP+2)+..+(n—1)+n , ou encore
S=n+n—-1)+n—-2)+...+(p+1)+p
D’oti, en sommant ces deux expressions terme a terme, on obtient :
2S=(n+p) +(n+p)+(n+p) +..4+(n+p) +(n+p) ,etcelaavec n—p+ 1 termes, donc :
25=(n+p)n—p+1).
n+p)n—p+1)

5 .
Avec p = 1, on obtient :

d’ou, | S = (

3

(n+1)n

k=1+24+3+..+(n—1)+n= 5

k=1

¥ Propriété
Somme des n premiers termes

V(n,p) € N? tel que n > p > i

(un +up)(n—p+1)
2

n
E Up = Up + Upy1 + Upyo + ... + U, =
k=p

Autrement dit : La somme de plusieurs termes consécutifs d’une suites arithmétiques est donnée
par :

(premier terme + dernier termes) X nombre de termes

2

n
E Up = Up + Upp1 + Upyo + ... + U, =
k=p

-\@’-Exemple
Soit (uy,) la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme uy = —5.
10
On a : Zuk =ug + ug +us + ... + uqg
k=3
(U3 —+ Ulo) X (]_0 -3 + ].)
2

= (u3+u10) X 4

avec U3 =Ug+3x2=1et uyg=up+ 10 x 2 =15
Donc :

10
D up=(1+15) x4 =64
k=3




2 Suites géométriques

Déﬁnition

Soit 1 € N

(uy,) est une suite géométrique de premier terme u; et de raison ¢ € R si et seulement si pour
tout n € Ntel quen >iona|u,11 =g X u,|

\

-@’-Exemple
Soit (uy,,) la suite géométrique de raison 2 et de premier terme ug = 1.
On a alors :
X2 X2 X2 X2 I X2
x 25
¥ Propriété

Soit (u,) est une suite géométrique de premier terme wu; et de raison ¢ € R

Dans ce cas, on a pour tout (n,p) € N? tel que n > i,p > i on a
Cas particulier si p =0 : u,, = ug X q".

Up = Up X q" 7P|,




@ Propriétés

Variation d’une suite géométrique

Soit (un),cy une suite géométrique de premier terme ug et de raison g.
siug >0 et 1 <gq,alors (uy), oy est strictement croissante.
siug>0et 0<q<1,alors (up), y est strictement décroissante.
siug < 0et 1< g, alors (uy), .y est strictement décroissante.
siug <0et0<q<1,alors (up),y est strictement croissante.
si ug = 0 ou ¢ = 1, alors la suite (uy), .y est constante.
si ¢ <0, alors la suite (up), oy est alternée.

O O O O O O

-\@’- Exemple

Soit (u,) est une suite géométrique de premier terme uy = 3 et de raison g = 5

ug > 0 et ¢ €]0; 1], donc la suite (u,,) est strictement décroissante.

4 démonstration
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme wug et de raison ¢, donc pour tout n € N,
Uy = Uy X q".

1. Dans le cas ou ug > 0 et ¢ > 0, alors pour tout n € N, u,, >0 et on a :

Up+1
Up,
Un+1
Unp,

Upt1 = Up X ¢, donc =gq, dou :

(a) Siq €]0;1], alors

sante.

€]0; 1] et par conséquent la suite (u,) est strictement décrois-

(b) Sig > 1, alors —= > 1 et par conséquent la suite (u,) est strictement croissante.

2. Dans le cas o ug < 0 et ¢ > 0, alors pour tout n € N, u,, <0 et on a :

(a) Si0<g<1
alors 0 > ¢ X u, > u, par multiplication de chaque membre de I'inégalité par un
nombre strictement négatif.
d’ott 0 > w41 > u, et par conséquent la suite (u,,) est strictement croissante.

(b) Sig>1
alors ¢ X u, < u, par multiplication de chaque membre de I'inégalité par un nombre
strictement négatif.
d’olt u,11 < u, et par conséquent la suite (u,,) est strictement décroissante.

3. (a) Si ug, alors pour tout n € N, u,, = ug X ¢" = 0 et par conséquent la suite (u,) est la
suite nulle.
(b) si ¢ = 1, alors pour tout n € N, u,, = ug X ¢" = ug et par conséquent, la suite (u,,)
est une suite constante.

4. Si g <0, alors u,,1 et u, sont de signe différents.
Dans ce cas, on dit que la suite (u,) est alternée.




r'Propriété

Pour tout réel ¢ # 1, on a

. 1_qn+1
F=1+q+¢+. . +¢"=—"—
k=0 I—q

4 démonstration
Soient n € N et g un réel différent de 1.

gxY " =ax(1+q+¢+..+q")
k=0
=q+@F+@+ .+
Donc :

k=0 k=0
=(14+q+F+ . +¢")—(¢+P+F+ ..+

=1 _qn+1

D’ou :
n 1_qn+1
S =g =
k=0 1—¢

@Y Propriété
Somme des n premiers termes

V(n,p) € N? tel que n > p > i

Zuk—up 1_q

1—g¢q

n—p+1

Autrement dit : La somme de plus1eurs termes consécutifs d’une suites géométrique est donnée

par :
1 — qnombre de termes
Z U = premier terme X
l—gq
k=p
-@’-Exemple
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme ug = 3 et de raison g = 2, donc :
1 — 27 0+1
Up = Ug X ————
Z k 0 1-9
128
=3 X
1—-2
=3 X -2
- —1




| =3x (28 -1)

4 démonstration
Soit (u,,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison g # 1, donc pour tout k € N,
Uprr, = Uy X qF.

d’ou :
n n—p
§ U = § Up4k
k=p =0
n—p
_ k
= E :(up x ¢")
=0
n—p
_ E k
= Up X q
=0
1 — qnf;zH»l
— up X —

1—gq




