Nombres complexes : Forme algébrique

Le mathématicien italien Giordano Cardano (Jérome Cardan pour les francais) a publier au XV I¢
sciécle une méthode ayant pour but de résoudre les équations de la forme 2® = px + ¢
Raphaél Bombelli, un autre mathématicien italien a voulu utiliser cette méthode pour résoudre
I’équation suivante :

23 =15z +4

Bombelli eut 'idée "complétement folle" de faire comme si —121 avait une racine carré qu’il osa
noter 11v/—1.

Plus tard, Euler nota i le nombre tel que i> = —1, autrement dit, ce nouveau est un nombre
imaginaire. Néanmoins, cette idée folle lui permit de trouver les 3 solutions réelles de 1’équation
dont x = 4.

De nouveaux nombres ont donc été crée, on les appela les nombres complexes.

I  Forme algébrique

[ Définition
Il existe un ensemble note C, appelé ensemble des nombres complexes qui posséde les propriétés
suivantes :
o IR est inclus dans C.
o L’addition et la multiplication de deux nombres réels se prolonge dans C et les régles de
calculs restent les mémes.
Il existe un nombre complexe, noté i tel que i = —1.
Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique sous la forme z = a + ib ou a et b
sont deux réels. Cette écriture est appelé forme algébrique de z.

“¢ Exemples

o 3, 2i, 5 — 3i sont des nombres complexes.

6 4+2—(3—i)=4+2 -3+

=1+3

o (4+2i)x (1+1i)=4+4i+2i+2i® Comme en calcul littéral!
=4+4+4i+2i+2x (—1) car* = —1 par définition
=44+4i+20-2
=2+06e




Remarque

o On dit que a est la partie réel de z et on écrit a = Re z.

o On dit que b est la partie imaginaire de z et on écrit b = Im 2

o Tout nombre complexe de la forme ib ou b € R est appelé imaginaire pur.
o (—i)=—-ix(—i)=ixi=i"=-1

@ Propriétés
o Un nombre complexe z est réel si et seulement si Im z = 0.
o Un nombre complexe z est imaginaire pur si et seulement si Rez = 0.
o Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie réelle et la
meéme partie imagimaire

Déﬁnition
Le conjugué d’un nombre complexe de forme algébrique z = a + ib est le nombre complexe,

noté z défini par :
Z=a—1b

-\@’-Exemples
o 2 —4iet 2+ 47 sont deux nombres complexes conjugués I'un de 'autre.
o le conjugué de z = bt est 7 = —51¢
o le conjugué de z = 8 est lui méme, c’est a dire Z = 8

Remarques

o Pour tout nombre réel a, on aa = a
o pour tout nombre complexe z, Z = z

@ Propriétés
% o Le nombre complexe z est réel si et seulement si z — 2z = 0.
o Le nombre complexe z est imaginaire pur si et seulement si z + 2z = 0.

@ Propriétés
Pour tout nombre complexe z, on a :
§ o zze Ry
o zZ =0 sl et seulement si z =0

-@’-Exemples
o Avec z=2+4i,on a :
2Z = (2+44)(2 — 4i) = 22 — (4i)> = 4 — (—16) = 20
o Avec z=—1—14,0ona:
2Z=(-1-=0)(-1+i)=(-1)2=(=i)’=1—(-1)=2




II. OPERATIONS SUR LES NOMBRES CONJUGUES

4 Démonstration
Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = a + 2b. a et b sont donc deux réels.

o 2Z = (a+1ib)(a—1ib)

= a® — (ib)?
= a? — i%b?
=a?+ b

or a et b sont deux réels, donc | 2Z = a? + b? est un réel positif|.
o 2zZ2=0&ad"+b0"=0
Sa?=0 et B®’=0 cara®>>0etb?>>=>0
Sa=0 et b=0

II  Opérations sur les nombres conjugués

'Théoréme
Soient zy et z; deux nombres complexes. et n un entier relatif non nul
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Dtz =2+t

N

20 X 21 =29 X 21

1
3. Avec z; # 0, on a (—)

21
20
4. Avec z; # 0, on a (—

21

1
Z1

20

N———
I
|

o. %:ZO

Remarque

Pour tout nombre complexe non nul z, on a 2 =1

-\@’-Exemples
o Le conjugué de z = (2+3¢)(1 +1i) est 2= (2 — 3i)(1 —7)
1 1

L jugué de z = tzZ =
o Le conjugué de z %‘%Zj est Z él—k%z:
o Le conjugué de z = o est 7 = 1_ .l
i —1

o Le conjugué de z = (=2 — 6i)® est z = (=2 + 61)3



4 Démonstration
Soit zg et z; deux nombres complexes de forme algébrique respective :

20 = Qg + Zbo et 21 =a1+ Zbl ou (ao,bo,al, b1> c ]R4

1. m:ao+ib0+a1+ib1:a0+a1+i(b0+b1>:a0+a1—i(bo+bl)
D’autre part :
Z0+ 71 = ag —iby + a; — iby = ag + a1 — i(by + by)
Donc on abien’m:z_o—i—z_l‘.

2. zo X z1 = (ag +iby) X (ay + iby)

= apa; + iaobl + iboal + inObl
= agpa; + iaobl + ibgal - bobl Car i2 =—-1
= ag1 — bobl + i(aobl + iboal)
= Qo1 — bobl — ’i(aobl + boal)

D’autre part :

Zo X Z1 = (ag — iby) x (ay — iby)
= apg1 — iaobl — iboa,l + inle
= apa; — iagh; — ibga; — boby car i = —1
= Qo1 — bobl — ’i(aobl + boal)

Donc on a bien ’M =7y X z_l‘.

3. Avec z; # 0, on a

(2)-(5)

. ) 51 by ) N
or, z1Z; étant un réel, —— et —— sont deux réels, d’ou
1% 1%




III . EQUATION DU SECOND DEGRES 5

Zo
1

5. o Pour tout z € C, 2° =1, d’ou 29 = z°
o Démontrons ensuite que pour tout n € N*, z® = Z" par récurrence
initialisation
D’une part z! =z, d’autre part z' =z
Donc on a bien 2! = Z! et par conséquent la proposition est bien vérifiée pour n = 1.
Hérédité
Soit n € N*.
Supposons que la proposition est vraie pour l'entier n, c’est a dire que 2" = zZ" et
démontrons que znt! = znt!
2l =2y
= 2" xz d’apres la propriété 2
=72" xzZ d’aprés 'hypothése de récurrence
— ETH-I
d’ou I’hérédité.
conclusion
La proposition est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire pour tout n € N*, donc elle
est vraie pour tout n € N*
o Pour terminer, pour tout entier relatif m strictement négatif, il existe n € N* tel que
m = —n, donc :

_ 1 1 1 T
zo = Tm e —n = =n et : = ZO = ZO
Z 20 zZy 20

III Equation du second degrés

Résoudre une équation du second degré dans C, c’est trouver toutes les solutions complexes de cette
équation.

¥ Théoreme
Dans C, I'équation az? + bz +c= 0ol a, b et c sont trois réels tels que a # 0 a toujours des
solutions.
On note A le discriminant de cette équation : A = b? — 4ac.
o Si A >0, 'équation admet deux solutions réelles :

b+ VA ot —b— VA

2a 2= 2a

—b

2a
o Si A <0, I'équation admet deux solutions complexes conjuguées I'une de l'autre.

_ —b+iv/|4| " —b—i\/|4|
2a 2a

21

o Si A =0, ’équation une solutions double réelle : z =

21 Ry =




Remarque

La démonstration de cette propriété est faite sur le méme principe que celle faite dans R en utilisant
la forme canonique du polynome.

-@’- Exemple

| Résoudre dans C l'équation 22 4+ 8z + 20 = 0

4 Correction

Soit A le discriminant de 22 + 8z + 20

A=8—4x1x20=—16 = (4i)>

Delta < 0, donc 22 + 82 + 20 = 0 a deux solutions z; et 2z dans C qui sont

—8 4 4 8~ 4i
;Z:—4+2i et z=—p ¥

21 =




