Dénombrement

I Cardinal et Principe additif

1 Cardinal
Déﬁnition

Soit £ un ensemble fini, (c’est & dire ayant un nombre fini d’éléments).
On appelle cardinal de E, noté card(E) le nombre d’élément de E

-\@’-Exemples
o Si A est 'ensemble des éléves de la classe, card(A) est le nombre d’éléve de cette classe.
‘ o Soit F ={a,b,c,1,2,t,5}, alors card(E) =7
o card(f) =0

2  Principe additif

Propriété (admise)
Soient Aq, As, ..., A, n ensembles finis deux a deux disjoints.
(c’est a dire : V(4,7) € [1,n]?, AN A; =0).

card(A; U Ay U...UA,) = card(A;) + card(As) + ... + card(A,)

3@’-Exemple
Soit un groupe composé de 4 chévres, 12 blaireaux et 7 anes.
il y a donc 4 + 12 4+ 7 = 23 éléments dans ce groupe.
En effet, en appelant A; le groupe des chévres, A, le groupe de blaireaux et As le groupe de
anes, on a bien :
AiNAy, =0, AiNAs =0 et Ay N Az = (), donc ces trois ensembles sont disjoints deux a deux



et par conséquent le nombre total d’éléments dans le groupe est :
| card(A; U Ay U A3) = card(A;) + card(As) + card(A3) =4+ 1247 =23

Remarque

Soit A une partie d’un ensemble E et A son complémentaire.

card(A) = card(E) — card(A)

¥ Propriété
% Soient A et B deux ensembles, on a :
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B)

-@’-Exemple

Dans une classe de terminale, tous les éléves ont pris soit la spécialité mathématiques, soit la
spécialité économie ou éventuellement les deux. Il y a 17 éléves en spécialité maths, 18 en spé
économie et 6 éléves ont choisi les deux spécialités.

Combien y a-t-il d’éléves dans la classe? Il y a 17 4 18 — 6 = 29 dans la classe.

En effet, en appelant A le groupe des éléves en spécialité maths, et B celui des éléves en spécialité
économie, on a :

card(AU B) = card(A) + card(B) — card(ANB) =17+ 18 — 6 = 29

4 démonstration

Soient A et B deux ensembles

AUB=AU(B\A)et An(B\ A) =0, donc :

card(AU B) = card(A) + card(B \ A)

D’autre part, B = (B\ A)U (AN B) avec (B\ A)N(ANB) =10, dou :
card(B) = card(B \ A) + card(A N B) et par conséquent

card(B \ A) = card(B) — card(A N B)

On obtient donc :

card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)

II  principe multiplicatif et k-uplet

1  principe multiplicatif
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Déﬁnition
| Soient F et F' deux ensembles.
Le produit cartésien E' x F est I’ensemble des couples (z;y) tel que z € E et y € F.

-@’-Exemple

Soient E = {1,2,3} et F = {a, b} deux ensembles.
(2;a) est un éléments de £ x F' et :

Ex F={(La); (1,0); (2;a); (2,0); (3;a); (3;0)}

Remarque

Si A ou B est 'ensemble vide, alors A x B est aussi ’ensemble vide.

¥ Propriété
% Soient F et F' deux ensembles finis.

card(E x F) = card(E) x card(F')

-\@’-Exemple

Soient £ = {1,2,3} et F' = {a,b} deux ensembles.

card(E) = 3 et card(F') = 2 donc card(F x F') =3 x 2 = 6.

En effet, £ x F'= {(1;a);(1;b);(2;a); (2;b); (3;a); (3;b)} a bien 6 éléments.

4 démonstration

Soient F = {aj,as,...,a,} et F = {by,by,...,b,} deux ensembles finis non vide de cardinal
respectifs n et m.

Soient ¢ € [1;m] et E; = E x {b;} = {(a1,b;); (ag; b;);...; (an; b;) }

On a donc card(E;) = n et pour tout couple (i;j) € [1;m] tel que i # j, on a E;NE; = (0, donc
d’apres la propriété d’additivité, on a :

card(E x F) = card(Ey U E, U ... UE,,) = anrd(Ei) = Zn =mn
i=1

=1




d’autre part, si £ ou F' est I’ensemble vide, alors E x F est aussi I’ensemble vide et par conséquent

card(E x F) = card(E) x card(F) =0

8 Danger

Le signe x dans E x F' est le produit cartésien. Le résultat est donc un ensemble de couple alors
que le signe x dans card(FE) x card(F) représente la multiplication dans 'ensemble des entiers

naturels et le résultat est un entier naturel.

2  k-uplet

3 Définition
Soient k € N*\ {1} et Ey, Es, ..., E}, k ensembles non vides.
Le produit cartésien F; X Fy X ... X Ej est I'ensemble des listes ordonnées (z1, x, ...

Vi e [1,k], z; € E;.
Chaque élément de ce produit cartésien est appelé k-uplet.

¥ Propriété
Soient k € N*\ {1} et Ey, Es, ..., E}, k ensembles finis et non vides.

card(E; x Ey X ... X Ey) = card(E,) x card(Esy) X ... x card(Ey)

4 démonstration
C’est une démonstration que 'on peut faire par récurrence sachant que

FEy X Ey X ... X B, = (E1 X Fy X ... X Ex_1) X Ey

Remarque

o Un 2-uplet est appelé un couple
o Un 3-uplet est appelé un triplet.

3  k-uplet d’un ensemble E*
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Déﬁnition
Soient £ un ensemble fini non vide et k£ un entier naturel non nul.
On appelle k-uplet d’éléments de E tout élément du produit cartésien :

E¥=EXEx..xE (kfacteurs)

-@’- Exemple

(4,1,1,2,4) est un 5-uplet d’élément de E = {1;2;3;4}, c’est a dire que c’est un élément de E°.
D’autre part, (4;1;1;2;4) est un 5-uplet différent de (1;1;2;4;4), c’est & dire que l'ordre des
éléments de E' compte.

@ Propriété
% Soient F un ensemble fini non vide de cardinal n et k un entier naturel non nul.

card(E*) = card(E)* = nF

-\@’-Exemple
| Avec E = {1;2;3;4} on a card(E°) = card(E)® = 4°

gdémonstration

| card(E™) = card(E x E x ... x E) = card(E) x card(E) x ... x card(E) = card(E)®

4  k-uplet d’elements distincts de E et permutation

Déﬁnition
Soient £ un ensemble fini non vide de cardinal n et k un entier naturel inférieur ou égal a n.

On appelle arrangement a k-éléments de E (ou k-arrangement) tout k-uplet d’éléments dis-
tincts de F




-@’- Exemple

o (1;2;3;5) est un arrangement a 4 éléments de E = {1;2;3;4;5;6;7} et (2;3;5;1) en est
un autre.

o (1;1;3;4) n’est pas un arrangement car il contient deux fois I’élément 1, c’est simplement
un 4-uplet d’éléments de F.

Déﬁnition
Soit n € N*

On appelle factoriel de n I'entier naturel défini par :

nl=nxn-1)xMn-2)x..x2x1

-@’-Exemple
o 56!' = 56>< 45>< 34>< 23>< 12: 1120
! X X X X X
0 dx3x2x1 0x5=40

(0]

¥ Propriété

Soient E un ensemble fini non vide de cardinal n et k£ un entier naturel inférieur ou égal a n.

Le nombre d’arrangement & k éléments de E (c’est & dire le nombre de k-uplet d’éléments
distincts de E) est :

ﬁdémonstration

Pour construire un arrangement a k éléments de £, on a n choix pour le premier élément, (n—1)

pour le second, (n—2) pour le troisiéme et ainsi de suite jusqu’a (n—k+1) pour le k™ élément,
d’oti le nombre de possibilité suivant :

nx(n_l)x(n—Z)X...X(n—k—l—l):m
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Déﬁnition
Soient E un ensemble fini non vide de cardinal n

On appelle permutation de E tout n-arrangement d’éléments de F, c’est a dire tout n-uplet
d’éléments distinct de E.

-\@’- Exemple

| (1;2;3;4) est une permutation de £ = {1;2;3;4} au méme titre que (4;3;1;2) ou encore
(152;4;3)

YPropriété (admise)

< Le nombre de permutation d’un ensemble de cardinal non nul n est n!

III Partie d’un ensemble et combinaisons

1 Partie d’un ensemble fini et combinaison

Déﬁnition
o On appelle partie d’'un ensemble fini A tout sous ensemble de A.
o Une combinaison de k£ éléments de A est une partie de A de cardinal k.

o Le nombre de combinaison de k éléments d’'un ensemble & n éléments est noté (p>

-\@’-Exemple
Dans la classe, ’ensemble des éléves ayant des lunettes est une partie de la classe et en supposant
qu’ils soient 15, alors dasn ce cas, c¢’est aussi une combinaison de 15 éléments de la classe.

¥ Propriété
< Le nombre de partie d'un ensemble A de cardinal n € N est 2"




4 démonstration

Soit A un ensemble de cardinal n.

Pour constitué une partie de A, il existe deux choix pour chaque éléments de A : I'incorporer
dans cette partie ou non.

Chaque partie de A peut donc étre associé de maniére unique a un éléments de {0; 1}

Le nombre de partie de A est par conséquent égale au cardinal de {0;1}", or card ({0;1}") =
card ({0;1})" = 2"

Donc le nombre de partie de A est 2"

¥ Propriété
Pour tout (n,k) € N? tel que k < n, on a :

- (i) =mem
* (3)= (2

3. Relation de Pascale :si1 <k<n-—1,ona <Z) — <Z : i) i <n; 1)

4 démonstration
Soit E un ensemble non vide de cardinal n et k£ un entier naturel tel que 1 < k < n.

1. Le nombre de permutation d’un ensemble composé de k éléments étant k!, pour chaque
combinaison Cy = {x1, z, ...,z } de k éléments de FE, il existe k! k-arrangements d’élé-
ments de C}. D’autre part, chaque k-arrangement peut étre associé a une unique com-
binaison & k éléments de F, donc le nombre de k-arrangement est k! fois supérieur au
nombre de combinaison, c’est a dire :

L! k(") et pa < t
w1 Ak par conséquent :

n!

(Z) - W - k!(nni k)!

2. A chaque partie de k éléments de E on peut associer de maniére unique son complémen-
taire qui lui aura n — k éléments. Donc le nombre de combinaison a k éléments de E est
égale au nombre de combinaison & (n — k) éléments de E. C’est a dire :

()= (")
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r'Propriété
Soit n € N.

démonstration
Soit E un ensemble non vide de cardinal n Le nombre de partie totale de F est égale a la somme
des nombres de partie a k éléments de E pour k allant de 0 a n, d’ou :

(1)

k=0




