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Préambule : Atteindre 'inatteignable

Les nombres réels x € R sont par nature des limites. Cela signifie qu’on peut trés bien s’en approcher,
mais jamais vraiment les attraper... Méme si, parfois, des formules apprises en cours de mathéma-
tiques donnent l'illusion de le faire. Prenons une équation familiére, telle que 2? = 2. Sa solution
positive est © = /2. Mais qu’est-ce que v/2? C’est simplement une notation pour désigner "la solu-
tion positive de I’équation 2 = 2". Pour avoir une idée de ce que vaut /2 concrétement, on n’a pas
d’autre choix que de trouver un processus pour s’en approcher, par exemple une approximation en
nombres décimaux

r ~ 1.41421356...

Cela n’est pas si grave : dans la vie pratique, on se satisfera toujours d’un résultat a un certain
degré de précision prés, préalablement fixé. Plutdt qu'un résultat algébrique exact, une réponse tout
a fait satisfaisante & un probléme peut donc prendre la forme d’une suite x;, qui se rapproche dudit
résultat. Une telle "réponse" n’est pas unique, il y en a une infinité... On peut discerner deux critéres
qui permettent d’évaluer le degré d’efficacité de la suite choisie :

1. il faut que (zy) converge effectivement vers le bon résultat.

2. il faut aussi que (zj) converge suffisamment vite : on souhaite se rapprocher au mieux du
résultat sans avoir a calculer des millions de termes...

Cette notion de "vitesse de convergence" peut étre définie mathématiquement.

rDéﬁnition

On dit que la convergence de la suite (z,),en vers sa limite x est au moins d’ordre p si :

dM e R%,3ng € N*,Vn € N,n = ny = |tp41 — x| < M|xg, — o

avec M < 1sip=1.
Plus p est grand, plus la suite converge vite. Pour p = 1, la convergence est dite linéaire ou
géométrique. Pour p = 2, la convergence est quadratique.

-@’-Exemple
Dans I'exemple suivant, la suite de la colonne de gauche converge définie sur N* par z,, = 107"
converge linéairement vers 0, alors que la suite de colonne de droite définie sur N* par y,, = 10~2"
a un ordre de convergence quadratique.
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convergence : linéaire (M=0.1) quadratique (M=1)
T = 1 Yo = 1
2 =0,1 Yo = 0,01
r1 = 0,01 y1 = 0,0001
x9 = 0,001 12 = 0,00000001
r3 = 0,0001 y3 = 0,00000000000000001

I Optimisation unidimensionnelle

Dans cette premiére partie, on cherche & minimiser la valeur d’une fonction f a une variable réelle,
définie sur un intervalle [a; 0] dans 'ensemble des réels :

f:]a,b] = R.
Nous allons décrire différentes méthodes itératives pour se rapprocher du point
z" € [a,b]

ou f atteint son minimum. Notons que toutes ces méthodes seront évidemment valables aussi pour
maximiser une fonction (puisque maximiser f est la méme chose que minimiser — f).

Déﬁnition
La fonction f admet un minimum en x* si et seulement si pour tout x € [a, b, on a f(z*) < f(z).

La fonction f admet un minimum local en x* si et seulement s’il existe € > 0 tel que pour tout
x € [z* — ¢, 2" + €] N|a,b], on ait f(z*) < f(z).

Déﬁnition
Une fonction f est dite unimodale sur [a,b] si et seulement s'il existe z* € [a,b] tel que f est
strictement décroissante sur [a, z*] et f est strictement croissante sur [z*,b].

Remarques

o Dans ce cas, £* est le minimum de f, est ¢’est aussi son unique minimum local...
o Si f est dérivable sur ]a; b[ et unimodale, alors

Va €la; ], f'(x) <0 et Vo € [2550], f'(x) =0
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Dans toute cette partie, nous avons appliqué les méthodes décrites dans le cours sur tableur Excel.
Pour cela, nous avons choisi une fonction f relativement simple (polynomiale), mais dont le minimum
ne peut pas étre calculé algébriquement ! :

f(z) = 2° + 32 — 6.

Cette fonction atteint son minimum en x* &~ 0, 75.... De plus, elle est unimodale sur tout intervalle
la, b] contenant z*.

Les différentes méthodes utilisées pour déterminer une valeur approchée de x* sont basées sur le
théoréme du point fixe suivant :

¥ Théoréme du point fixe - (admis)
Soit [a; b] un intervalle de R et g une application de [a;b] dans R telle que :
o g([a;0]) C [a; 0]
o g est contractante, c’est a dire :

3K € [0;1[,Y(z;y) € [a;0]%, |g(2) — 9(y)| < Kz —y]
Dans ce cas, g admet un unique point fixe z* € [a; 0] et la suite (z,,) définie sur N par :

{ To € [a;b]

Vn € Na Tpt1 = g(xn)

converge vers *
De plus :
KP

VpeN, |z, — x| < T %

|l‘1 — Zo

4 démonstration
o L’unicité du point fixe est donné par le caractére contractant de g.
En effet, soient 2* et T deux points fixes distincts. Dans ce cas :
|z = 7] < K|g(z") — g(Z)]
< Kl|z* — 7
d'ou (1 — K)|z* —Z| <0
or 1 — K <0 donc |z* —Z| = 0 et par conséquent z* =T
o Pour Dexistence, en considérant la suite (x,,) définie par x,.; = g(x,) :
Soit n € N
o1 — 2| = [g(2n) = g(wn-1)], done [zn 1 — 2n| < Klon — 201

1. Plus précisément, il n’existe pas de formule algébrique pour déterminer les zéros de la fonction dérivée, qui est
un polynoéme de degré cing. Voir "Théoréme d’Abel (algebre)" sur Wikipédia.
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Do, |11 — 2| < K™z — 20

Donc
n—1
Z|$p+1—$p| > KPlay —
p=0
< ‘1—K"
r1 — X
X 1 0 }(
|21 — o]
S 1-K

La série de terme général (x,41 — :L‘n)neN est donc absolument convergente et par consé-
quent la série Z (xp — xp41) est convergente.

n
Or par télescopage, x,, — Tg = Z (x — x_1), donc la suite (z,) converge dans [a; b].

k=1
Soit [ sa limite.

g étant continue car K-lipschitzienne, on a ¢g(l) = [, donc [ est un point fixe de g et par
conséquent [ = z*

D’autre part, en utilisant le télescopage et I'inégalité triangulaire, on obtient pour tout
(n,p) € N? telquep<n:

—7p| < Z |Ti41 — i
< }E:}(qﬁl-—ﬂm|
7;_

n—p—1
<;}(p ZE: ](ﬂan,—-xo
1=0
KP
< 1_K\$1—360|

En passant a la limite quant n tend vers 400, on obtient la derniére inégalité du théoréme
qui permet d’avoir une majoration de ’erreur.

¥ Théoréme
Soit g une fonction de C* (Ja; b[, R).
Si il existe un point fixe x* €]a; b| tel que ¢'(x*) < 1, alors il existe a € R tel que g est stable
contractante sur [z* — o, x* + .
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4 démonstration

Soient g une fonction C! (Ja; b[, R) et x* €]a; b[ tel que ¢'(z*) < 1.

¢’ étant continue sur x* €]a; b[, il existe K € [0; 1] et a €]0; f[ tel que :

pour tout z € V = ]x* —a;x* +a[, J(z) < K.

Donc, d’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout (x,y) € V2, on a :

l9(z) — g(y)| < K|z —y]

g est donc contractante sur V.
De plus g(z*) = 2*, donc pour tout z € V, |g(x) — 2*| < K|z — z*|, c’est & dire que pour tout
x €V, g(x) € V.V est par conséquent stable par g,

r'Théoréme (Corollaire)

En conservant les notations du théoréme précédent, et en supposant g vérifie les proposition
suivantes :

o g([a;b]) C [a;0]

o dng € N* tel que ¢™ soit contractante ou g"° = go go.... o g, itérée nq fois.
Alors g admet un unique point fixe.

4 démonstration

o Unicité : Soit z* et T deux points fixes par g, alors g(z*) = ¢(T), et par conséquent pour
tout n € N*, ¢"(2*) = ¢"(T), d’out g™ (z*) = ¢™ (7).
Or on a g™ est qui est contractante, donc z* = 7.

o Existence : En appliquant le théoréme du point fixe & ¢™°, il existe un unique point fixe
z* tel que g™ (z*) = x*.
Donc (gog"O)(x*) = g(z*), d’ou g™ (g(a:*)) = g(z*) et par conséquent g(z*) est aussi un
point fixe de g™, or ce point fixe est unique, donc g(z*) = z*.

1 Meéthodes itératives utilisant la dérivée

Dans cette section, on suppose que la fonction f est dérivable et que I'on connait 'expression de
sa dérivée f’. On sait que si f atteint son minimum en z*, alors sa dérivée s’annule en ce point :
f'(@r) =0.

Attention, rappelons que la réciproque n’est pas vraie : en général, la dérivée peut s’annuler ailleurs
qu’en un minimum ou maximum local... Voir par exemple f(z) = z°.

Mais si de plus f est unimodale, alors le minimum x* cherché sera bien I’unique solution de I’équation
f'(@*) =0.

On va donc supposer que f est unimodale sur son intervalle de définition [a; b].
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1.1 Avec la dérivée seconde : La méthode de Newton

On cherche & construire une suite () qui converge vers z*, a partir d’un réel z, choisi arbitraire-
ment dans U'intervalle de définition de la fonction (si possible assez proche tout de méme de z*). La
méthode de Newton consiste & obtenir xp,; & partir de x; en approximant f’ par sa tangente en
Zg... Puisqu’on cherche la solution de f'(z) = 0, on définit alors ;.1 comme étant le point ou cette
tangente coupe ’axe des abscisses.

3
2.5
2
1.5
1

[ 0.5

T

’ L1

Passons au calculs : la tangente & la courbe de f’ en x = x a pour équation

y = ") (@ — ) + f(xn).

Donc xx41 est la solution de I’équation
0= f"(zr) (1 — k) + f'(21),
soit

f'(x)

T Py

Théoréme
§ Soient f € C3(Ja;b[;R) et z* €]a; b] tel que f'(z*) = 0.
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1. Si z* est de multiplicité 1 pour f’, (c’est a dire que f”(z*) # 0), alors il existe o € R*
tel que la suite (x,,),,o définie par :

zo €|z* — asx* + af

[ (@)

f" ()
est bien définie et converge vers x* de maniére quadratique.

2. Si 2* est de multiplicité 2 pour f’, (c’est a dire que f”(z*) = 0 et f”(z*) # 0), alors il
existe v € R% tel que la suite (x,,),,oy définie par :

VkGN, Tht1 = Tk —

Ty €|z* — asz* + af
T =Ty — fa)
Yk € N*, ¢ TFFE TR T gy

Tpy1 =2 sixp =2a"

si xy # a*

est bien définie et converge vers linéairement vers z*.

4 démonstration
Soient f € C?(Ja;b[;R) et z* €]a; b] tel que f'(z*) = 0 et g la fonction définie par

IO i(C)
A== i)

1. Tout d’abord, g(z*) = * donc z* est un point fixe de g appartenant a |a; b|.

D’autre part, f est de classe C3 donc f” est continue, or f”(z*) # 0, donc il existe un

p € R% tel que pour tout z € U = ]ZL‘* — B x* +6[, f"(x) #0.

Par conséquent, g est définie et dérivable sur U et on a :
f//(:c> X f//(x) _ f/(a,/.) X f///(x)

(f"(x))°

f'(@) x f"(x)

(f"(2))"

f'(@) x f"(x)

(f"(x))"
or f'(z*) = 0, donc ¢'(z*) = 0 et par conséquent il existe a €]0; B[ et V = |a*—a; 2" +a| C
U, tel que g est contractante et stable sur V' et par conséquent, en utilisant le théoréme
du point fixe, la suite (z,) converge vers 'unique point fixe de g qui est z*.

glx) =1~

=1-1+

D’autre part, I’égalité de Taylor-Lagrange sur f’ a 'ordre 2 entre x* et x,,, donne 'exis-
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tence de y, tel que |y, — z*| < |z, — x| et :
P = P+ = 2 f ) + 5 = 20" (50)
or f'(z*) =0, d'ou :
() = oo = 27" () = 5 = 2" ()

D’ou, en utilisant la relation de récurrence du théoréme, on obtient :

el
xnﬂ—x*—xn—%— *
L =) ) = e - 2 )
=Tpn — T — fllfxn)
= (v — %) x | 1= Flen) = 3t =2 )
" )
1
IR
R S
1 oot (yn)
=5 g,

la convergence est donc quadratique.

2. Supposons maintenant que f”(z*) =0 et que f"(z*) # 0
Comme dans la démonstration précédente, il existe 5 € R’ tel que :
pour tout z € U =|z* — §;2* + ([, tel que = # z*, on a f"(x) # 0.
Soit g la fonction définie sur U par :

¥ six=2za"
g(x) = fx) :
x_f”(x) six #x

1
g ainsi définie est C', z* est un point fixe de g sur Ja;b[ et ¢'(z*) = =

En effet, g(x*) = z* et en écrivant les formules de Taylor-Young autour de x* pour f’, f”
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et f, on obtient :

piy =20
f'(@) = (z — %) ["(z%) + o((z — z7))
f”l(l‘) — f///(x*) + 0( T — QZ*))

d’ott lim g(z) = z* donc g est continue sur |a; b| et dérivable sur ]a; b[\{z*}.
T—>x*

De plus pour tout € U \ {z*}, on a :

@) = S (@) f(@)f" ()
f//2 (m) f//2 (ZL‘)

1 1
D’ou lim ¢'(x) = = et par conséquent g est dérivable en z* et ¢'(z*) = =
r—z*

g'(x)=1

g est donc contractante et stable sur V' et par conséquent, en utilisant le théoréme du
point fixe, la suite (z,,) converge vers I'unique point fixe * de g sur |a; b[ et sa convergence
est au moins linéaire.

1 .2 Sans la dérivée seconde : La méthode de la sécante

Si I'on ne dispose pas de la dérivée seconde (ou si 'on est trop paresseux pour la calculer), on peut
utiliser la méthode de la sécante.

3

2.5

2

1.5

1

0.5

0
-0.5

=1

=1.5

-2

-2.5

==
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Passons au calculs : la droite passant par les points A (zx; f(zx) et B (xg—1; f(xx—1) a pour équation

_ S() = ()

Tk — Tk-1
Donc xx41 est la solution de ’équation

f'(xr) = f(21)

T — Tk—1

(2 — xp) + f'(1).

0=

(Tpgr — z) + [ (@),
soit

T — Th—
Tpy1 = Tk — f,(xk) -

* Plan) — F o)
_ f'(wr)zr — f(wr1) ok

f'(we) — f'(wp-1)
r'Théoréme

Soient f € C?(Ja;b[;R) et z* €]a; b[ tel que f'(z*) =0 et f’(z*) # 0.
il existe un voisinage V' de x* tel que la suite (z,), .y définie par :

(wg, 1) € V? tel que zg # 13

_ f@r)zkg — fl(@ee)e ., ,
Vk €N, Tr41 = f,<$kJ)r_ f’(xk_j) si f'(wx) — f'(zr-1) # 0

Tip1 =% si fi(zr) — f'(@e-1) =0
est correctement définie et converge vers x*.
De plus, si f”(x*) # 0, alors il existe M €]0; 1] tel que pour tout k € N, on a ||zg; — 2*|| <
1+ 5

2

M|z — z*||*. avec v =

La suite (xj) ainsi définie converge un peu moins rapidement qu’avec la méthode de Newton. Plus
précisément, si f”(z*) # 0, l'ordre de convergence est égal au nombre d’or, 1.618.... Cela reste tout
de méme trés rapide : c¢’est mieux qu'une convergence linéaire.

gdémonstration
On a f"(z*) #0.

Soit I un voisinage de z* tel qu’il existe m € R tel que :
Vo e L | f"(z*) = m|

Cela signifie que f" est strictement monotone sur I, ce qui est bien sur le cas d’une fonction
unimodale.

On note M = max ¢/ |f"(x)]
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2M
Soit B € R% tel que 0 < Mp < 1 et que lintervalle J =|z* — §;2* + (] est inclus dans I.

Montrons alors par récurrence que la suite définie dans le théoréme de la sécante est bien définie,
c’est a dire que :

VneNz, €J et (v, #Tpq0umx,=m1x,1=21")

o Initialisation
On a bien (zg,z;) € V?, d’ou linitialisation.
o Heérédité
soit n € N et supposons que la proposition est vraie aux rang n et au rang n — 1.
La stricte monotonie de f” sur J permet de définir x,, 1.
En utilisant deux fois le théoréme des accroissements finis dans le cas ou f'(z,) #
f'(x,_1), on obtient :

{ Wi €lan, %[ tel que  f'(zn) = (20 — 2°) f" (Y1n)
E|y2,n €]$n, .1'*[ tel que f,(xn) - f(xnfl) = (xn - xnfl)f”(yZ,n)
f"(Y1n)

=T, — (T, — ") =

f"(y2n)

(xn - xn—l)(xn - x*)f”(yl,n)

(Tn — 1) f"(Y2,n)
et par conséquent :

Tl — Tt = (l‘n _ IL‘*) (f (y27‘;,)/(;2f)(y17n))

Donc il existe Y3, €|Y1.n, Y2.n| tel que :

donc |z,11 — z*| < |z, — 2*|—2, d’ou I'héréditeé.
m

D'ou, xp11 = 2, —

) M
o Conclusion Vn € N, z, € J et |x,11 —a* < |z, —2*|—20
m

On déduit de ce qui précéde que la suite (x,,) est convergente et que sa convergence est au moins
linéaire.

1 .3 Dichotomie avec dérivée

Le principe est simple. Puisque f est dérivable et unimodale, on sait que f’(x) est négative si z < z*
et positive si z > x*.

On part d’'un intervalle [ag, by] tel que f'(ap) < 0 et f'(by) > 0. On sait alors que z* € [ag, by]. On
construit a partir de la une suite d’intervalles [ax, bx] de plus en plus petits. A chaque étape de cette
méthode itérative, on découpe l'intervalle [ag, by] en deux en posant ¢, = (ax + bg)/2. Si f(cx) > 0,
alors on pose [agi1,bky1] = [ag, cx]. Sinon, on pose [ayi1,bk1] = [ck, bk]. On s’arréte lorsque la
longueur de l'intervalle obtenu (b — a) est inférieure au degré de précision e souhaité.
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1 .4 Meéthode de la fausse position

On peut adapter la méthode de la sécante pour avoir une méthode de la sécante permettant de
déterminer z* si f est juste C'! de Ja;b[ dans R avec un intervalle permettant de maximiser I'erreur
commise comme dans la Dichotomie.

¥ Théoréme
Soient f € C* (Ja; b[; R) unimodale et z* €]a; b[ P'unique réel tel que f'(z*) = 0.
Les suites (ay,), (b,) et (z,) définie par :

(ag=aetby=b
ak—bk

_ !/
Vk € N, ¢ apy1 = ap et bpyy = xk si f (ak)f/(xk)
g1 = Tg et bpry = by si f'(ag) f'(xy) >
L Ap+1 = Tk et bk+1 = T si f/<(1k)f ( ) = 0
sont correctement définies et converge vers x*de maniére linéaire.
De plus, pour tout £ € N, on a z* € [ay; b

siak#bketxk:aksiak:bk

4 démonstration
f étant unimodale et C* ([a; b],R), il existe z* € [a; b] tel que :

f'(z7) =0
Vo € [a;x*], f'(x) <0
Vo €|a*b], f'(z) <0

On montre que (a,) et (b,) sont des suites adjacentes convergeant vers z*.
En effet, démontrons par récurrence que pour tout n € Ny a,, < ap1q < 2% < bpyq < by
o Initialisation

o Hérédité
Soit n € N tel que a, < a1 < 2° < b1 < by
Supposons que a,11 # b, 1, dans ce cas :

Ap4+1 — bn+1

f(ans1) = f'(bngr)

s si f'(ant1) f'(ny1) <0, alors on a :

Tn+1 = Gny1 — f,(anJrl) X

Apy1 — bn+1 b »
f/(an+1> - f/(bn+1) "
bt f' (busr) = Gt f/(@ns1)

f'(ant1) = f'(bny1)

bpio — bpg1 = Apy1 — f/(an+1> X

= Up+1
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o Conclusion

2  Dichotomies sans dérivée

Dans cette section, on suppose que f n’est pas dérivable ou qu’on ne connait pas I’expression de sa
dérivée.

2 .1 Principe général : dichotomie ou plutét "trichotomie"

Tout est basé sur la propriété suivante qui est une conséquence directe de la définition des fonctions
unimodales.

Théoréme
Soit f une fonction unimodale sur [a, b], et deux nombres x et y tels que a < z < y < b.

o Sif(z) < f(y), alors * € [a,y],
o Si f(x) > f(y), alors z* € [z,b].

4 démonstration
En effet, si f(z) < f(y), alors f n’est pas décroissante sur [a,y], or elle est unimodale donc
décroissante sur [a, z*] et par conséquent x* < y, d’ot x* € [a; y]
D’autre part, si f(z) > f(y), alors f n’est pas croissante sur [x,b], or elle est unimodale donc
croissante sur [z*,b] et par conséquent x < x*, d’ou z* € [z; b

1
0.5
a Tr Ye zf b
0 oy
-0.5 :
1
-1 :
1
-1.5 '
y = [f(x) i
=2 1
1
1
=2.5 1
-3 S

L’idée est donc de découper nos intervalles successifs [ay, b;| en trois parties, en choisissant xy et yy
tels que a < xp < yr < by. Le calcul de f(xy) et f(yx) permettra donc, par application du Théoréme
2 .1, de réduire l'intervalle contenant x* :
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o Si flan) < flyk), alors [axs, bysr] = [an, uil,
o Sinon, [agi1, bri1] = [Tk, bk
Toute la question est de choisir z, et y; a I'intérieur de nos intervalles [ag, bg]... Comment les choisir
efficacement 7
Une premiére exigence, qui semble naturelle, est de choisir x;. et y, symétriques par rapport au centre
de l'intervalle [ag, bx]. Par conséquent, le choix de x; détermine y; et réciproquement. De plus, la
symétrie implique que la taille de I'intervalle [ay1, bk11] ne dépend pas du résultat du test.

2 .2 Stratégie du petit epsilon : la plus efficace sur une étape donnée

Si 'on raisonne sur une seule étape, on minimisera la taille de I'intervalle suivant en prenant xzj et
yr au plus proche du centre de I'intervalle [ag, bg] :

avec £ > () aussi petit que possible. Avec cette méthode, la taille des intervalles est "presque" divisée
par deux a chaque étape. En fait, on se rapproche de la méthode de dichotomie avec dérivée : ici, le
signe de la dérivée au centre de l'intervalle est remplacé par le signe de la variation de f sur un trés
petit intervalle autour du centre...

2 .3 Stratégie du recyclage

Si la stratégie du petit epsilon est effectivement la plus efficace sur une itération donnée, il se trouve
qu’il existe de meilleurs choix globaux. Voyons ce qu’il se passe si les itérations de 1’algorithme sont
un peu moins individualistes et décident de coopérer entre elles 2.

L’idée du recyclage est de faire en sorte que I'un des x;, ou g, non utilisé pour étre I'une des extrémités
de lintervalle [ay1, bgi1] soit réutilisé a I'étape k + 1...

On évalue donc f deux fois (en xq et yg) lors de la premiére étape k = 0, puis grace au recyclage, on
évalue f une seule fois a chaque étape suivante. Etant donné que c’est le calcul de f qui demande le
gros du travail dans ’algorithme de dichotomie, on comprend pourquoi cette stratégie est intelligente.
Posons Ay, := by — ay la longueur de 'intervalle a I’étape k. On peut montrer (voir figure ci-dessous)
que le principe de symétrie (by — x = yr — ax ou encore xy — a = by, — yx) couplé avec le principe
de recyclage implique la relation :

Ay = Apy1 + Apgo. (1)

2. C’est un probléme social bien connu : les meilleures stratégies d’un point de vue individuel sont parfois loin
d’étre optimales si elles sont appliquées a 1’échelle collective...
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AV
ay Tk Yk by,
Ak+1 Yk+1 bit1
JAVED)
ﬁdémonstration

En effet, En supposant que f(z) < f(y) et f(wpr) < Flynnr) avee f(yesn) = f(y), on
obtient :
Apy1 + Dpyo = bppr — apg1 + o — appo

= b1 — Qi + Ypy1 — Qg

= bpt1 — ap + T — ag,

= bry1 — ap + by —yr  d’aprés le principe de symétrie

= bpy1 — ap + by, — b

= bk — ag

= Aj.

2 .4 Recyclage basique : la méthode du nombre d’or

Supposons que le rapport entre les tailles de deux intervalles consécutifs soit une constante o > 0 :
Apy1 = aly.
Alors Ajyo = a1 = a?Ag. Donc I'équation (1) implique 1 = a + 2. La solution positive de cette

équation est
~1++/5
o= —
2
En pratique, on commence donc par construire la suite A, = a*Ay avec Ay = by — ag, et & chaque
étape k on pose

o Si f(zr) < flyw), alors 1 = by — Apyo et ypy1 = xp,
o Sinon, Tp41 := Yk €t Yrt1 = Qg1 + Dpga.

~ (0.618...

2 .5 Recyclage sophistiqué : la méthode de Fibonacci

C’est la méthode la plus compliquée (une sorte de mixture entre la stratégie du petit epsilon et le
recyclage), mais c’est celle qui permet un nombre minimal d’évaluations de la fonction f pour une
précision finale donnée.
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On part donc de la précision finale (appelons k& = N 1'étape finale), qui correspond a la longueur
Apy. En posant Fy := Ay_g, on a Fy = Ay et Fpio = Fyy1 + Fj. La suite F} est donc de type
"Fibonacci".

L’idée de la méthode de Fibonacci est qu’on n’a pas besoin de considérer le principe du "recyclage"
pour la derniére étape k = N (puisqu’on arrive a la fin du processus). On va donc optimiser la
découpe de 'avant-dernier intervalle Ay _; en suivant la méthode du petit epsilon :

1
AN = §AN_1 +e.

Cette derniére relation implique que
Fl = AN—l = 2<AN - E).

En pratique, on commence donc par construire la suite Fj (elle est uniquemement déterminée par
les deux premiers termes Fy, Fi, et la relation de récurrence), puis on prend cette suite "a 'envers"
pour obtenir la suite Ag. Enfin, on construit les xy, yx comme dans la méthode du nombre d’or.

I  Optimisation multidimensionnelle sans contraintes

Dans cette seconde partie, on cherche & minimiser la valeur d’une fonction f & plusieurs variables
réelles, sans contraintes :

f:R"—=R.

On note x = (z1, ..., x,) les vecteurs de R". Dans les exercices en pratique, on prendra souvent n = 2,
et dans ce cas les coordonnées pourront aussi étre notées x = (z,y).

1 Meéthode de Newton

La méthode de Newton vue dans la partie 1 peut étre généralisée aux fonctions a plusieurs variables.
Dans ce cas :
o La dérivée f'(x) devient le vecteur gradient :

Vi(x) =

o La dérivée seconde f”(z) devient la matrice hessienne

H(x) = 525 (0)|
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(la notation ci-dessus signifie que 'entrée (i,j) de la matrice est donnée par le coefficient
i (%))
O0zx;0x; X))

On rappelle que la matrice hessienne est toujours symétrique :
02 f 0% f
X) = X).

Finalement, la formule de récurrence établie dans la section 1 .1 devient :
Xpt1 = Xk — Hf_l(x) - Vi(x).

La suite x; ainsi construite itérativement a partir d'un point initial x; converge quadratiquement
vers un point sur lequel le vecteur gradient s’annule. En supposant que la fonction f posséde un
unique minimum local, c¢’est bien en ce point critique que f atteint son minimum.

Remarque

appelons une formule utile pour calculer I'inverse d’une matrice de taille 2 x 2 :
~1
a b 1 d —b
c d  ad—bec|—c a]’

2 Méthodes de descente directionnelle
2 .1 Idée générale

L’idée est de se ramener a des problémes d’optimisation unidimensionnelle, en recherchant le mini-
mum de la fonction f selon différentes directions...

On part d’un point xg, et on détermine & partir ce point une direction d; le long de laquelle la valeur
de f diminue. En utilisant une méthode de recherche unidimensionnelle (comme vu en premiére
partie), on trouve le minimum x; de f sur la droite passant par x, et dirigée par d; (cette droite est
paramétrée par A — X + Ady).

Puis & partir du point x;, on détermine de nouveau une direction d, le long de laquelle f diminue,
etc... On continue le processus itérativement et on construit ainsi une suite x; qui se rapproche du
minimum. On s’arréte lorsque le critére d’arrét que ’on s’est préalablement fixé est atteint.

2 .2 Meéthode du gradient

En partant d’un point x € R", la direction le long de laquelle f diminue le plus vite (également
appelée "plus forte pente") est donnée par le vecteur —V(x). (Mathématiquement, cela provient
du fait que la dérivée directionnelle de f en x suivant une direction d est égale au produit scalaire
(Vi(x),d).)

La méthode du gradient consiste donc & choisir dj+1 = —V ¢(xx).
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2 .3 Meéthode des coordonnées cycliques

On choisit les directions données par les axes de coordonnées, en les faisant varier périodiquement
(ou "cycliquement"), d’out le nom "coordonnées cycliques". Par exemple, en dimension 2, on pose

d1 = (1,0), dQ = (O, 1), d3 = (1,0), etc...
En dimension 3, on pose
d; =(1,0,0), dy = (0,1,0), d3 = (0,0,1), dy = (1,0,0), etc...

Un inconvénient de cette méthode est que I'on peut se retrouver "coincé", ou du moins fortement
ralenti, au fond d’une vallée étroite... Par exemple en dimension 2, au fond d’une vallée orientée dans
la direction (1, 1), on ne se déplacera que trés lentement dans chaque direction (1,0) et (0,1).

2 .4 Meéthode de Hooke and Jeeves

Pour régler ce probléme, 'idée de la méthode de Hooke et Jeeves est d’intercaler une étape dite
"d’accélération" aprés chaque cycle d’exploration (i.e. chaque passage des n coordonnées).

La direction d fixée pour cette étape d’accélération est égale a la direction "globale" du cycle qui
vient d’étre effectué... Autrement dit, d est le vecteur obtenu en faisant la différence "point obtenu
a la fin du dernier cycle" - "point obtenu a la fin de ’avant-dernier cycle"... Voir le dessin ci-dessous
pour une illustration en dimension 2.

- direction ds

Xo direction d; X1

3 Méthode de Hooke and Jeeves a pas discret

On reprend cette idée d’alterner des phases d’exploration par coordonnées cycliques avec des étapes
d’accélération... mais cette fois, au lieu de faire une recherche unidimensionnelle du minimum a
chaque étape (ce qui est trés coliteux en énergie), on saute simplement d’'un "pas discret" préalable-
ment fixé. Cette méthode nécessite en général plus d’étapes que la méthode précédente, mais chaque
étape cotlite beaucoup moins cher...

Avant de commencer ’execution de ’algorithme, on fixe :
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un point de départ xo € R”,

le pas discret A > 0,

un facteur d’accélaration o > 1,
la précision finale £ > 0.

Premiére phase d’exploration (coordonnées cycliques) :

o

O
O

Si f(xo) > f(xo+ Ady), alors x; := x¢ + Ad;
Sinon, si f(xg) > f(xo — Ady), alors x; := x9 — Ady

Sinon, x; := Xg.

On continue la phase d’exploration en se dépla

Exercices de réflexion :

cant suivant les autres directions ds, ..., d,,. On compléte ainsi la suite x», ..., X,, itérativement.

A la fin de la phase d’exploration :

O

Si le point x,, obtenu aprés avoir exploré les n directions n’a pas bougé (x, = Xg), alors
on recommence une nouvelle phase d’exploration en divisant la longueur du pas par deux :

A+ AJ2.

Sinon (si x,, # Xg), on passe a une étape d’accélération dans la direction x,, — Xy : on pose

X) = Xp + (X, — Xo). Et on recommence une nouvelle phase d’exploration & partir du point
/

X

n:

Puisque la longueur du pas A diminue au cours de 'algorithme et représente le degré de précision
de la recherche, on s’arréte lorsque A < ¢.



