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limites de fonctions

Limite finie en 400

rDéﬁnition

Soit L un réel et f une fonction définie sur un
intervalle de la forme Ja; 4+o00].

On dit que la fonction f a pour limite L en 400
si tout intervalle ouvert contenant L contient
toutes les valeurs f(x) pour x assez grand . On
écrit :

lim f(x)=1L

T—>+00
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation
y = L est une asymptote horizontale a la courbe
représentative de f en +oo.

\/

rDéﬁnition

Soit L un réel et f une fonction définie sur un
intervalle de la forme | — 0o; al.

On dit que la fonction f a pour limite L en —oo
si tout intervalle ouvert contenant L contient
toutes les valeurs f(z) pour x assez petit . On
écrit :

lim f(z)=1L

r—r—00
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation

y = L est une asymptote horizontale a la courbe
représentative de f en —oo.




2  Limite infinie en +o0

Déﬁnition

Soit L un réel et f une fonction définie sur un
intervalle de la forme |a; 4+o00].

On dit que la fonction f a pour limite 400
en +o0o si tout intervalle de la forme |A, +oo]
contient toutes les valeurs f(x) pour z assez
grand . On écrit :

i f(@) = oo /

Remarque

On définie de méme

lim _f(z) = —o0

3 Limite infinie en «

rDéﬁnition

On dit que la fonction f a pour limite +00 en
a si tout intervalle du type |A;+oo[ contient
toutes les valeurs f(x) pour x assez proche de

1400,

1000,

a. On écrit :
lim f(x) = 400
Tr—a
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation . J L

x = a est une asymptote verticale a la courbe '
représentative de f. , —

-200,

(@ Remarques
o On définie de méme lim f(z) = —oo
Tr—a
o On définie de méme lim f(z) = +o0
T—a,r>a
o On définie de méme lim f(z) = +o0

r—a,rx<a
o Dans ces trois dernier cas, la droite d’équation = = a est aussi une asymptote verticale a la
courbe représentative de f.



II. OPERATION SUR LES LIMITES

I  Opération sur les limites

1 limites des fonctions de références

Fonction limite
(o) =k T )=k | dm_f@)=k | D () =k
flx) == lim f(z) =+oo| lim f(z)=—o0

Vp € N*, f(z) = 2™

T—r~+00

T——00

lim f(x)=+o0
x) =

lim f(x)=+o0

— p2pt+1 ; ; _
VpeN, f(z) =z : Jim f(w) = +oo | lim f(z) = —o0
eN, fla)=—, | lm f(z)=0 | lim flz)=0 | lim f(z)=+o0| lim f(z)=-+oo
I . . . .
VpEN fo) = | Jm f(2)=0 | lm f(z)=0 | lm f(z)=+oco| lim f(z)=—o0
flx) =V Jim f(z) =+oo | lim f(z) =0
f(il?) ¢ mgr-iI-loo € =+00 ;I:I—1>IPOO€ =0
2  Opération sur les limites
Soient f et g deux fonctions. Soient m et n deux réels.
Limite de la somme de deux fonctions
lim f(x) m m | m | +oo | —00 | 400
T—+00
lim g(z) n +o0 | —00 | 400 | —00 | —00
r—+00
lir+n (f+g)(x) | m+n|+oo|—0c0|+o0|—00]| 77
T—>r+00
Limite du produit de deux fonctions
1irJ£1 f(x) m |m>0ou +o0o|m<0ou —oo|m>0ou + 00
T—r+00
lim g(x) n +0o0 +o0 —00
T—+00
wl_l}r_{loo (f xg)(x) | mxn +00 —00 —00
IEToof(m) m < 0ou — oo 0
xgriloog(x) —00 +00 ou — 00
] ??
T ((x9@| §

Limite du quotient de deux fonctions

lirf flx) | m m 0 |m>00u +00|m>0ou + o0
T—>+00
lirf g(x) [In#0|+ooou —oo| 0 | 0avecg>0 0avec g <0
T—>+00
lim =(x) n 0 77 +00 —00

n




lim f(x) +o0 +00
T—+00

lim g(x) n#0 +00 ou — 00
T—~+00

lim =(z)|+oosin>0et —oosin<0 77
r—+o00 (g

Remarques

La limite en +00 ou en —oo de toutes fonctions polynomes est égale a la limite de son terme de
plus haut degré.

La limite en 400 ou en —oo de toute fonction rationnelle est égale a la limite du quotient des termes
de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

III Limite de fonction composée

¥ Propriété

Soit u et v deux fonctions telles que la fonction u o v soit définie sur un ensemble D. Soit a, b,
et ¢ trois réel, ou—oo ou +oo. Si limv(z) = b et limu(x) = ¢, alors limuov = ¢

T—a z—b r—a

-@’- Exemple

422 + 1
L’objectif est de déterminer la imite quand = tant vers +oo de +

2
422 +1 4+ L

hm(x:_)—lim< w>—4

r——+00 X r——+00 1

Donc :
472 + 1
hm< xj >:\/Z:2

T

T—r+00



IV . LIMITES ET ORDRE

IV Limites et ordre

¥ Propriété
Soit o un réel
Soit f et g deux fonctions définies sur |or, +00]
et telles que

lim f(z) =

T——+00

lim g(x)="5

T—+00

Si pour tout x €|a; +ool, f(z) < g(z), alors :

a<b
-@’-Exemple
Démontrons que lim e* = 4o00.
r——+00

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e — .

f est dérivable sur R et pour tout z € R, on a f'(z ) =e” — 1.

or la fonction exponentielle est croissante sur R et e = 1, donc pour tout x > 0, on a f'(z) >
et par conséquent f est croissante sur R, .

d’autre part f(0) = 0, donc pour tout x > 0, f(z) > 0, ou encore e* > z.

or lim z =400, donc| lim e =+o0|
T——+00 T—r+00

4 Démonstration
Soit « un réel
Soit f et g deux fonctions définies sur |a, +00[ et telles que

S 9@ =0

Démontrons par contraposition que si pour tout x €]a; +ool, f(x) < g(z), alors : a < b.
C’est a dire que si a > b, alors il existe x €]a; +00| tel que f(x) > g(z).

Supposons que a > b.
lim f(z)=a et liril g(x) = b, donc, d’aprés la définition de la limite :
T—>+00

T—r—+00
Pour tout € > 0, il existe un réel x; tels que pour tout = > z1, f(x) €la —¢,a+ €[ et g(x) €
1b—¢€,b+ €.

En particulier, pour € =

, on obtient, pour tout x > z :
— —b
o= T e gla) C‘S
b b

doua—T<f() et _b_T< —g(x)




—b —b
donca—aT—b— a3 < f(z) — g(x)
-b
et par conséquent a4 < f(x) — g(z)
donc, comme a > b, on obtient O < f(z) — g(z), donc g(z) < f(x).
Donc [si pour tout = €]a; +o0[, f(x) < g(x), alors : a < b.

¥ Théoréme des gendarmes

Soit a € R.
Soit f, g et h trois fonctions définies sur des

ensembles contenant un 'intervalle Jo; +o00].
Si pour tout x appartenant & |o; +00] : .

f(z) < 9(z) < h(a) L

lim f(l’) =a /‘/\__/:

T—>+00
lim h(x)=a / / y

T——+00 |
Alors o
mgrfoo g(z) =a h
3@’-Exemple
' Démonstration

En effet, Soit I un intervalle ouvert I contenant a.

liril f(z)=aet lirf h(xz) = a, donc I contient f(z) et g(x) pour x assez grand,
T—>+00 T—r+00
or f(z) < g(x) < h(z)

donc I contient aussi g(x).
Donc tout intervalle ouvert contenant a contient g(x) pour x assez grand et par conséquent

1  Croissance comparée



IV . LIMITES ET ORDRE 7

@ Propriétés
e’ —
1. lim =1
z—0 X
el‘
2. Pour tout entier naturel n, lim — = +o0
z—+4o00 M

3. Pour tout entier naturel n, lim e* x 2" =0
T—r—00

4 Démonstration

1. Par définition, la fonction exponentielle est dérivable sur R, et :
Vo € Ryexp’(x) =€”
Par conséquent elle est dérivable en 0, d’ol1 :

' Q0+h _ o0 .
llm|( — | =e
h—0 h

. eh —1
;ISL%( h )‘1

512'2

2. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = e* — —

ol encore :

g est dérivable sur R et on a pour tout = € R, ¢'(z) = e” — z.
¢’ est dérivable sur R et on a pour tout z € R, ¢"(z) =" — 1.
or exp est strictement croissante sur R et e’ = 1, donc, pour tout z € R, e® > 1 et par
conséquent g” est positive sur R*.

¢ est donc croissante sur R, or ¢’(0) = 0, donc pour tout x € Ry, ¢'(x)
g est donc croissante sur R, or ¢(0) = 0, donc pour tout = € R, g(z) >

Donc pour tout x € RY.
2 2 e%

= 0.
0.

N T , T
e® — — >0, d'ou € > — et par conséquent — > —
2 2 x = 2
. x . e
or lim (—) = +o0 Donc | lim (—) = 400
z—+00 \ 2 r—400 €T
Soit n € N*.
e 1 o e
(ny)m nm o (y)"
1 (eY)”
= — X
nn yn

e¥ 1 [ev\"
or, d’apres la propriété précédente, lim (—) = 400, donc lim (— (—) ) = 400

y—+oo \ Y y—+oo \ N
et par conséquent :

e
lim ( —— | =4+
w+°°((ny)”)

donc, avec y = nx, on obtient :




3. soit n € N*.

3 X n




