Produit scalaire
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2 Le produit scalaire dans le plan

3 Définition
Soit @ et ¥ deux vecteurs non nul du plan.
Soit O un point du plan et A et B deux points tels que U =0Aet ¥ = O?
Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite (OB)
Le produit scalaire de ces deux vecteurs, noté UV est le réel défini par :

o W. ¥ =0H x OB si (7[7 t O? ont dans le méme sens.

o W. U =—0H x OB si OH et OB ne sont pas dans le méme sens.
D’autre part, pour tout vecteur 7 du plan :

20 =0.7=0

Interprétation graphique :

0

OAOB=—0H x OB

OAOB =0H x OB

¥ Propriété
< Soit ¥ et ¥ deux vecteurs non nul du plan. Le produit scalaire de ces deux vecteurs, noté



UV est le réel défini par :
UV = ||7|| X ||7|| X COS (7,7)

(074.0%)

0 OA.0B = OAx OB x C()H(O_zf, O_B’)

4 Démonstration
Soit ¥ et ¥ deux vecteurs non nul du plan.

|
Soit O un point du plan et A et B deux points tels que U =0Aet W = @
Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite (OB)

o Si Oﬁ et Og sont dans le méme sens, alors, dans le triangle rectangle OAH, on a :
. OH
W, V) = cos (A H) -0
cos (U, V) cos(O OA

Donc :
UV =0H x OB
=0A x cos | AOH ) x OB
= ||| x ||V x cos (W, V)
o Si Cﬁ{> et O? ne sont pas dans le méme sens, alors, dans le triangle rectangle OAH, on

(071.52) + (GA.08) - »
donc,

(6%,04) = ~ - (0,08)
d’ou

cos <O‘Ij1>, 0—121) = cos <7T — <@)1,0?>> = —cos (O—zzl, O?)

— — OH
Et, par conséquent, avec cos (O? , OA) = cos (AOH ) = ——, on obtient :

OA’
UV =—-0H x OB
=—-0Axcos | AOH) x OB

= ||| x |7 x cos (¥, V)




Remarque

Pour tout réel x, cos(—z) = cos(z), donc cos (O_1>4, @) = COS (@, 0_121)

L’angle orienté ou non ne change donc rien pour le produit scalaire et par conséquent :

OA.0B = ||OA|| x ||0B]| x cos (40B)

YPropriété (Admise)

Soit (O, i, 7 > un repére orthonormé Soient o (x,y) et o (2',y") deux vecteurs du plan.
On a alors :

UV =z i yy'

-@’- Exemple

r'Propriétés

Soit 7, T et W trois vecteurs du plan et k£ un réel.
On a alors :

1. ¥V =7

2. 4.(V+W) ="V + U
3. U. (k) = k(W)

ﬁDémonstration




r'Propriétés
Soit @ et ¥ deux vecteurs du plan.
On a alors : "
o W =3 (I +71 - I12I° - 17I*)
o @7 =2 (IR + 171~ 17 - ZI?)
o U= i (12 + 1~ 12 - 1)
4 Démonstration

Déﬁnition
Soit @ et ¥ deux vecteurs du plan.
On dit que U et U sont orthogonaux si UT =0

B OA.0B = 0A %< OB x cos(m. (ﬁ)
= 0A % OB x uus(g)

=0Ax 0B x0

o X



-@’- Exemple

3 Al-Kashi

¥ Théoreme - Al-Kashi
Soit ABC un triangle.

Soit a, b, et ¢ les longueurs respectives des cotés [BC|, [AC] et [AB]. On a alors :

a’? = b* + ¢® — 2bc X cos <A\>

-\@’- Exemple
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