Nombres complexes - Interprétation
géométrique

I Module et argument d’un nombre complexes

—

Dans tout ce chapitre, le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O; i, ¥/)

rDéﬁnition

Soit 2z = a + ib un nombre complexe non nul, avec (a;b) € R

repére (O, W, V') , on écrit alors : M(a + ib)

On dit que M est le point du plan d’affixe z = a + ib si M a pour coordonnées (a;b) dans le

o Le module de z, noté |z|, est le réel strictement positif définit par |z| = OM

I -

o On appelle argument de z, noté arg(z), toute mesure de I’angle orienté (u, OM).

-\@’-Exemple
avec 2 = 2 + i2\/§, on obtient :

2] = /22 4+ (2V3)2 = VA + 12 = /16 = 4

D’autre part, en notant # 'argument de z, on a :

2 1 2
cos(f) = 1°-3 et sin(f) = g = \/75
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| Donc 6 = g modulo 27.

@ Remarque
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o Un nombre complexe a plusieurs arguments, par exemple 14 a pour argument —

4747 4 4
o Siz=a+ibavec a et bréels, alors |z| = va? + b
o Un nombre complexe est nul si et seulement si son module est nul.
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¥ Propriété

< Pour tout nombre complexe z, on a |z|> = 2z

4 Démonstration
En effet, avec z = a +ib, out (a,b) € R?, on obtient :
z.(z) = (a +ib)(a — ib)

= a® — (ib)?
a2
=a?®+?

= |2I*



I. MODULE ET ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXES

Déﬁnition
Soit A et B deux points du plan d’affixe respectives z4 et zg. On appelle affixe du vecteur B
le nombre complexe 298 = 2B — 24

r'Propriété
Soit 1@ un vecteur d’affixe zp — 24 dans le plan complexe de repére (O, 7, 7) .
@) |ZB — ZAl = AB
o arg(zp —z4) = (7,/@)
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¥ Propriétés
1. Pour tout nombre complexe z, | — z| = |z] et |Z| = ||

2. Pour tout nombre complexe z, 2z = |z|?

3. Pour tout nombre complexe z non nul, arg(—z) = arg(z) + 7 et arg (z) = — arg(z).

-@’- Exemple

:4 Démonstration

¥ Propriété
Soit (z,2") € C?
o |z2'| = |2]|2']

Z/

k4

o avec z' #0,o0n a :




o avecz’#O,ona:i ﬂ
3 UE
-\@’-Exemples
4 Démonstration
Soit (z,2') € C?
o [22|2 = 2222 = 22'72 = 27227 = |2]2|Z|?, dou||z2!] = |2||7|
12 1/1 11 1 1 1)° 1
o avecZ #0,ona:|—| =—|— —_—— == =|— ) ,dou||—| = —
w20 |5 =5 (5) =55 -7~ () oo 5
1 1 1
o avec 2/ #0,on a: g e = |z||=| = |z|—, d'on i :ﬂ
Z/ Z/ Z/ |Z/| Z/ |Z/|
I Forme trigonométrique
1 Introduction
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¥ Propriété

avec r = |z| et § = arg(z) avec § (modulo 27).
Cette forme est appelée forme trigonométrique de z.

z =r(cos(f) + isin(f))

Tout nombre complexe non nul z = a + ib avec (a,b) € R? peut s’écrire sous la forme




II. FORME TRIGONOMETRIQUE

dans ce cas :

cos(f) =
ViZ L b2
r=|z| =Va®+b et +b
sin (6
0= 7w
-\@’-Exemples
o Soitz=1+1
On a donc |z| = v/12 4 12 = /2, d’of1, par une factorisation par v/2, on obtient :
1 1 V2 V2
=2 —=4i—= ) =V2| = +i-—=
(G i) =va( +%)
2
cos(f) = £ .
et par conséquent 2 donc 6 = — modulo 27
: V2 4
sin(f) = >
o Soit z=4-—3
On a donc |z| = /4% + = /25 =5, d’ot1, par une factorisation par 5, on obtient :
4
=5 _°
z X <5 —|—z 5 )
cos(f) = = 4
et par conséquent _53 donc 6 = — arccos (—) modulo 27
- __° 5
sin(f) = e

@ Propriétés préliminaires : Rappel
Soit (a;b) € R?
§ o cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
o sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) et sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) sin(a)

:gDémonstration
Soit (a;b) € R2.

o En effet, si OA (COS ) ot OB (COS ) dans le repére orthonormé (O, @, 7) , on a :

D’une part O?OA_; OB x OA x cos(a — b) = cos(a — b)
D’autre part OB.OA = cos(b) cos(a) + sin(b) sin(a)

Dot cos(a—b) = cos(b) cos(a)-+sin(b) sin(a) ou encore | cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

o cos(a+b) = cos(a — (—b)) = cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b)
or cos(—b) = cos(b) et sin(—b) = — sin(b)
donc |cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

o sin(a+b) = cos (g— a+b> —cos<<g—a> —b) d’ou :
sin(a + b) = cos (g - a) cos(b) + sin (— - > sin(b
sin(a 4 b) = sin (a) cos(b) + cos (a) sin(
et par conséquent |sin(a + b) = sin (a) cos(b) + sin(b) cos (a)

o sin(a — b) = sin (a) cos(—b) + sin(—b) cos (a),

=

o




or cos(—b) = cos(b) et sin(—b) = — sin(b)
| donc |sin(a — b) = sin (a) cos(b) — sin(b) cos (a)

r'Propriété
Soit (z,2") € C?
o arg(zz') = arg(z) + arg(z’)

o avec 2’ #0,ona:arg | — | = —arg(z’)

| =
~_

—_

o avec 2’ # 0, on a: arg (—/) = arg(z) — arg(2’)

IS

4 Démonstration
¥ Propriété
Soient A, B, C et D quatre points d’affixes respectives z4, zp, z. et zp.
zp—2zc| _CD
2 —24| AB
o ag (2=2) — (4B, 0D)
ZB — ZA
' Démonstration
@ Remarque

Soient A, B, C et D quatre points d’affixes respectives z4, zp, z. et zp.

Zp — Z
o Si Z2—=C st un réel, alors les droites (C'D) et (AB) sont paralléles.
Zp — ZA
Zp — %
o Si 2" st un imaginaire pure, alors les droites (C'D) et (AB) sont perpendiculaires.
Zp — ZA

2  Forme exponentielle
On remarque que pour tout nombres complexes non nul z et 2/, on a :
|22/| = |2| x || et arg(z2') = arg(z) + arg(2’)

En posant z = e’ et 2/ = e’ avec r et 1 les modules respectife de z et 2’ et 6 et #' les arguments
de z et 2/, on obtient, en utilisant le propriétés usuel de la fonction exponentielle :

0’ /10 10’ /046’

. . o
27 =re? x 1 = rr'ee? = rr'e = ppel0+9)

Cette notation est donc bien adaptée au produit de deux nombres complexes.



II. FORME TRIGONOMETRIQUE

rDéﬁnition

Le nombre complexe de module 1 dont un argument est 6 est noté e avec :

" = cos(0) + isin(0)

Propriété
Tout nombre complexe non nul z de module r et d’argument  s’écrit sous la forme suivante,
dite forme exponentielle :

z=re? avec r=|z| et 6=arg(z) (mod 27)

:g Démonstration

-@’- Exemples



