Fonction exponentielle

Exercice 1
Simplifier les expressions suivantes :

1. A=e*x €3

2. B=e®+eb xe?

e
8
e
4. D= ——
e3 X e2

ﬁCorrection de 'exercice 1

4 Exercice 2
Simplifier les expressions suivantes :

o)

1. A=e®xe 2 xe

2. B=e 1 4+¢? xe?

e4




(c")’

e x e2

| 4. D =

gCorrection de 'exercice 2
A=e’xe?2xe

— 5241
— 2
e x e2
o B=cel4+edxe? 02%5
-1, 342 _
e -t el x e?
‘ —e 46 ‘
Q10
4 _
o =2 e3
o5
_ ol0-3
g e475 — e7
g eil
gExercice 3
d Simplifier les expressions suivantes :
1. A=e* xe®
2. B=¢e"+ 2e"
3. C=(e") x e
4. D = (e®)2 x ¥
ﬁCorrection de ’exercice 3
C=(e")3xe ™
A=¢e" xe® =37 x 72
_ em—x — 3rxr—2x
_ eO = %
=1
o D= (e")"2x e
o B=¢e"+4 2" = 2% x 3
— Sea: _ e—2a:+3m

4 Exercice 4
Simplifier les expressions suivantes :

1. E=e*xe™®

2. [ =e3t2 x el

e2ac-0—1

e—2m

3. G=




e3x—1

eQ—z

| 4. H =

gCorrection de ’exercice 4

2x+1
€
G=—
e—2z
E = 2% x g% _ e?x—i—l—(—Qz)
— eQx—z — el
=’
o F = e3x+2 % e172:0 e3oc—1
— 3at2+1-2z o H= o2
_ 43
= e7
— e3r—1-(2-7)
— eSx—1—2+x
— e49673

g Exercice 5

Simplifier les expressions suivantes :
1. E = (¥ +¢)?
2. F = (e® + &%) x (2e7% + 3e732)
2741
3. G=—— xe'
e X

gCorrection de I’exercice 5

o E=(e¥+¢)?
_ (623;)2 4+ 202807 (e7)
— e4x + 262513—90 + e—2:c
— e4x + 26T + 67230‘

o F = (e¥+e%) x (267 4 3e73%)
— Qe % + 3ex—3x + 2e3x—x + 3e3x—3x
= 2e" 4 3e72 + 2e** + 3¢’
=2+3e %42 +3
— 5+ 3¢ 2 + 2]

On utilise ici les identités remarquables (a + b)?
2

e21‘+1
o G= x et®
e~
_ e2m+1—(—x)+4z

= a® + 2ab + V?



:gExercice 6

Simplifier les expressions suivantes :
1. A= (e" +e™™) x 2e*
2. B=(e"+2) x (e7® 4 2e732+1)
621 5
— T+
3. C = purrsl

gCorrection de ’exercice 6

1. A= (e"+e™™) x 2™
— 2ez+2x + 2e—a:+2a:
= 237 + 2¢7 ‘

2. B=(e*+2) x (e7® 4 2e732+1)
— T 7 + 2633—3334-1 + e~ + 46—3x+1
— eO + 26—2954—1 + 2e~% + 4e—3x+1

‘ =1+ 2e 27t 4 2677 4 4o 37! ‘

eQm

— z+3
3. C= pr Rl

— e2m—(—m+1) x e+3
— e3:c—1 % eac+3
— eSx—1+a:+3

— e4:(3+2

Exercice 7

Simplifier les expressions suivantes :
1. E=(e*+ e*x)2
2. F=(e*+1) x (e%* — 1)
e~ % % eQz—l
_ -3
3. G = Q‘TT X e*

44 Correction de ’exercice 7
1. B = (e2* e On utilise ici les identités remarquables (a + b)* = a® + 2ab + b
= (e27)” 4 262 x ™ + (&™)’
— e4x + 2621790 + ef2x
‘ — e4x + 2% + 672{17‘
2. F=(e*+1) x (e3* — 1)

= (e37) — 1 On utilise ici les identités remarquables (a + b)(a — b) = a® — b?
—x 2z—1
e ¥ xe
3. G=—"—— xe"3

e$+1



-1
eét
-3
X e”
e:c+2

— e:c—l—(x+2) x T3
=e 3 xe?
— e*3+$*3

—_ ea:—6

ﬁ Exercice 8

Résoudre les équations suivantes :

1. e*—=1=0
2.e*—-1=0

3. e x "2 =1

gCorrection de I’exercice 8
l.e?—-1=0e"=1

S e =e

Sr=0

‘Donc la solution de I’équation e* — 1 = 0 est 0.

0

2. e -1=0&e*=1

S e =gl
& 2r =0
S r=0

Donc la solution de I’équation €** — 1 = 0 est 0.

3. e x e*T2 =1 & 2 tet2 = 0

S 3r+2=0

& 3r = -2

D
S

Donc la solution de 1’équation e?* x e**2 =1 est R

4 Exercice 9
Résoudre les équations suivantes :

342




:gCorrection de 'exercice 9

342 3x+2
e e
. ———-1=0« =1
ez o2z
& 3t = ¥ Car e?® > 0 pour tout réel =
S3r+2=2
Sr+2=0
Sr=-2
3z+2
Donc la solution de I'équation —— —1 =0 est -2.
e

9. @377 20—6 _ | — () & 30’206 _ |
o 3?26 _ o0
& 312 -20—6=0
Soit A le discriminant de 32?2 — 22 — 6
A= (-2)>—-4x3x(-6)
=76
A > 0, donc 322 — 2z — 6 = 0 admet deux solutions z; et x5 telles que :

—(—=2 —(=92) —
xlz%—%%l,m et xzzwz—l,m

3x2—2x—6

Donc les solutions de I’équation e — 1 =0 sont x; et x,.

3. (-1’ =0se®—-1=0

&e? =1
& e =l
& 2x=0
Sr=0

Donc la solution de Péquation (€2* — 1) = 0 est 0.

g Exercice 10
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes.

e’ —1
1. f(z) = ol R.
1
2. f(&?) = 152——}—]_ sur R

1

3. flx) =222 +4— — sur R*.
x

4. f(z) =e"(x — 1) sur R.




:gCorrection de 'exercice 10

1. On peut remarquer que pour tout réel z, 22 + 1 > 0. Le dénominateur de f ne s’annule
donc jamais et par conséquent f est bien définie et dérivable sur R

(

D’autre part : f(x) = (o) 2vee u(z) =e* —letv(zr)=2%-1
d’ou u’(:z)/(:)ez et( v)’(:n) 7 ?x @)
1) = (@) x v(z) —ulz) x V(2
e @)
(2> +1)— (" —1) x 2z
(22 4+ 1)°

e (22 + 1) — 2xe” + 2z
(22 +1)°

e” (22 —2x+ 1)+ 2z
(22 +1)°

2. f(z)= ﬁ avec u(r) = 22 + 1

d'ot v/(z) =2z et on a :

/x _ —U/(LE)
T = Gy
B —2x
(a2 4 1)
—1
3. fl(x) =4z — —
=4x + %

4. f(x) =u(z) x v(x) avec u(x) =e* et v(z) =x — 1
d'on v/(z) =e” et v'(z) =1etona:
fllz)=e"(z—1)+e" x 1

=e"(z—1+1)

xT

= e

ﬁ Exercice 11

Déterminer le signe des fonctions suivantes :
1+ ole
L f(z) = FER)
2. g(x) = ﬁ
3 h(r) = —



4 Correction de I’exercice 11
1. o Pour tout réel z, on a 22 > 0 donc 2% +2 > 0
o Pour tout réel z, e* > 0 d’ott e** +1 >0

1 e4x
Donc| f(x) = % > (0 |pour tout réel x en tant que quotient de deux nombres positifs.
x
2. o Pour tout réel x, on a 22 > 0 et €** > 0, donc —2? — 2e** < 0
D = 8 cel
onc |g(z) = et < 0| pour tout réel x.
3. o Pour tout réel x, on a e=** > 0, donc —e~** < 0
-3 . .
Donc |h(x) = 7 > 0| pour tout réel x en tant que quotient de deux nombres négatifs.
_e_

g Exercice 12
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(z) =3e" —52?+3
2. g(z) =22 —4e* + 2

1
3. hz)=—+az+2"+2
T

Correction de 'exercice 12
1. f'(x) =3e" —5 x 2z
= 3e* — 10x.

2. |¢(x) =2 —4e”

—1
3. |W(a) = —5 +1+2

ﬁExercice 13
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(z) = 2t
2. g(x) =e """
3. hiz) = 4de 3"
4. i(x) = =232 4+ 3

4 Correction de I’exercice 13
L | f/(z) = 2e**!
2. ¢'(z) = (1) x e™™*7

— _e—x—i-?

3. W(z) =4 x (~3)e 3



= —12e73%

4. i(z) = —2 x 3e3+2
— _6€3x+2

4 Exercice 14
Résoudre les équations suivantes :

1. (22— 4)e* =0
2. (—z—3)e* =0
3. (z=3)(2r+1)e =0

ﬁCorrection de ’exercice 14

. 2e—4)e*=0<22—-4=0 Car pour tout réel z, e* # 0
& 2r =4
Sr=2

Donc la solution de 'équation (22 —4)e” = 0 est 2.

2. (—2-3)e**=0& —2-3=0 Car pour tout réel z, 3* # 0
& —r =3
S =-—3

Donc la solution de I’équation (—z — 3) e = 0 est —3.

3. (x—=3)2r+1)e ™2 =0 2—-3=0 ou 2x+1=0 Car pour tout réel z, e *2 #£ 0
Sr=3 oulr=-1

—1
Sr=3 =—
x oux 9

—1
Donc les solutions de I’équation (z — 3) (2z + 1) e 2 = () sont — et 3.

4 Exercice 15
Résoudre les inéquations suivantes :

1. (2r—1)e* >0
2. (=3z — 9)e* < 0
3. (x—=3)2z+1)e ™2 >0

gCorrection de I’exercice 15
1. 2r—1>0< 2z >1

4 >1
l‘ f—
2

D’ou le tableau de signe suivant ot f est la fonction définie sur R par f(z) = (22 — 1) e :



10

1
x — — +00
> 2
e + -
2z — 1 — 0 +
f(z) — 0 +

Donc (2z — 1) e” > 0 si et seulement si z > 3

2.3r —9>0« —3xr>9

S r< -3
D’ot le tableau de signe suivant ot g est la fonction définie sur R par g(z) = (—3z — 9) ¢3* :
x —00 -3 +00
37 + +
-3z —9 + 0 -
g(x) + 0 -

Donc (—3z — 9) €3 < 0 si et seulement si z > —3

3. 0o z—3>0&<2>3
o 22+1>0« 22 > —1

ST > —
2

D’ot le tableau de signe suivant ot h est la fonction définie sur R par h(x) = (z — 3) (2z + 1) e 12

—1
x —00 = 3 +00
A + + +
r—3 — — 0 +
20 4+ 1 — 0 + +
h(z) + 0 - 0 +

Donc (z —3) (22 + 1) e **2 > 0 si et seulement si x € ] —00; —] U [3; +o0]
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4 Exercice 16
Etudiez le signe sur R des fonctions suivantes :
1. f(z)= 2z +1)e =
2. g(z) (—x — 9) e 3e+3
3. hiz)=(2r—3)(z+1)e"™
4. i(z) = (222 — 3z — 12) ™

4 Correction de I’exercice 16
1. Pour tout réel x, on a :

o e 2>
o 2r+1>0< 2z > —1

ST > —
2

D’oti le tableau de signe de f :

x —00 — “+00

2. Pour tout réel z, on a :

o e—3x+3>0
o —x—9>0< —x>9 Sr< =9

D’ou le tableau de signe de ¢ :

x —00 -9 +o0

ef3w+3 —+ +

—x—9 + 0 —

g(x) + 0 -

3. Pour tout réel z, on a :

o et >
o 2r—3>0&2x >3



12

= >3
:L‘ —
2

o z+1>0 2> -1

D’ou le tableau de signe de h :

3
T —00 -1 - +00
2
et t4 + + +
20 — 3 - - 0 +
r+1 — 0 + +
h(z) + 0 - 0 +

4. Pour tout réel z, on a :

o e*tt >0

o 2% — 3x — 12 est un polynéme du second degré. Soit A son discriminant.
A=(-3)2—-4x2x(-12) =105
A > 0 donc 222 — 3z — 12 & deux racines z; et x5 et 222 — 3x — 12 est du signe du
coefficient du terme de degré 2 & I'extérieur des racines avec :

—(—3) — V105 —(=3) + /105

xl - 4 et :U2 = 4
~ —1,8 ~ 3,3
D’ou le tableau de signe de 7 :
x —00 il T2 +00
et + + +
22 —
37 — 19 + 0 0 +
i) + 0 — 0 -

4 Exercice 17
Démontrer que pour tout réel z :
1.
(e —e ™) (1+e %) = (¥ 4+ 1)(1 —e)e ™
o ode B 027 022
e? + 1 +e2m+1 e 4] +e*1+1
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:gCorrection de 'exercice 17
1. d’une part ,
e2x —e ) (1] + 673:): — e2x + 623373:1: —e % _ efx73x
(
— 82:1: + e T _ e _ 6742
— e2m _ e—4m
D’autre part :
(e3z + 1)(1 _ e—3:c>e—:c — (63:1: _ 63:(;—31‘ + 1— e—S:L‘)e—:c
— (63:1: _ e0 + 1 — e73x e~ 2
(€* —1+1—e3)e®
(

— e3r _ e—?mc)e—x
eSm—m _ e—3z—m
— e2a: _ e—4x

Done (€2 — e~#)(1 + e ~%%) = (e + 1)(1 — e %) ™"

2. Cette question est assez difficile et demande d’avoir une certaine aisance en calcul littéral
avec les fonctions exponentielles ainsi qu'une bonne intuition mathématique.

et e4$ e T x e % e—2z % e4$

e + 1 * e +1 e *(e*+1) * e=2r (e2r + 1)

e—2m eZ:p

e—x+1+e—2x—|—1

5Exercice 18

| Déterminer les variations de la fonction définie sur R par f(x) = z%e®.

4 Correction de I’exercice 18
f est dérivable sur R et f(x) = u(x) x v(z) avec :

u(z) =2 et w(x)=e

d'ou : f/(z) = v/ (x)v(x) + u(z)v'(x)
= 2xe” + x?e”

=(2+x) x xe”
or, pour tout réel x, on a :
o e >0

o 24z >0 x> -2
D’ou le tableau de variation suivant :
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T —00 -2 0 +0o0
e” + + +
T - - 0 +
24+ — 0 + +
f(x) + 0 — 0 +
4e2
0

4 Exercice 19
Soit f la fonction définie sur R par :

flx)y=¢"—2x

1. Etudier les variations de f et faire le tableau de variation de f.

2. En déduire le signe de f sur R

3. En déduire que pour tout réel x, e* > x.

:gCorrection de 'exercice 19
1. f est dérivable sur R et on a :

fl(x) =¢"—1.
D’ou :
flz)>0e¢"—1>0

Se’ >1

et > el

x>0
D’ou le tableau de variation suivant, avec f(0) =e” — 0 = 1.

x —00 0 +00
f'() - 0 +
1

2. D’aprés le tableau de variation, pour tout réel z, f(z) > 1, ‘donc f est positive sur R |

3. Pour tout réel =z,

f(z)>0

e —x>0



Donc e* > zx

g Exercice 20

Partie A
On considére la fonction g définie sur R par

g(x) =€ —x —1.

1. Etudier les variations de la fonction g.

2. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3. En déduire que pour tout x de R, e* —x > 0.
Partie B

On considére la fonction f définie sur |0; 1| par

e’ —1

et —

fx) =

15

La courbe (C) représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repére orthonormal est

donnée ci-dessous.

09]
0.38]
0.7]
0.6]
05]
0.4]
03]
02]

0.1]

-0.5 -0.4 -03 0.2 -0. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
%0.1

-0.2]
0.3
0.4
0.5

0.6

On admet que f est strictement croissante sur [0; 1.
1. Montrer que pour tout = de [0; 1], f(z) € [0; 1].
2. Soit (D) la droite d’équation y = x.

T
0.6

T
0.7

T
0.8

T
0.9
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(1 —x)g(x)
e —x
(b) Etudier la position relative de la droite (D) et de la courbe (C) sur [0; 1].

(a) Montrer que pour tout z de [0; 1], f(x) —x =

ﬁCorrection de 'exercice 20
Partie A

1. g est dérivable sur R et on a :
g (z)=e*—1D'ou:
Jgx)>0ee"—-1>0

Set >1
& et > e
< r>0
D’ot le tableau de variation suivant, avec g(0) =¢e® —0—1=0.
x —00 0 +00
g'(r) - 0 +
0

2. D’aprés le tableau de variation, pour tout réel z, |g(x) > 0|

3. Pour tout x de [0 ; +oo[: e —2z—12>0.
e® —x > 1.
‘Donc e’ —x > 0 pour tout x de R.

Partie B
-1 0
1. o f(o):eo—():I:O
e—1
° f(l):e—lz

o f est strictement croissante sur [0; 1]
donc, pour tout x de [0; 1], f(z) € [0; 1].

2. Soit (D) la droite d’équation y = z.
(a) soit z € [0 ; 1]
e’ —1
flx) —a =

et —x

— X

e —1 zx (e —1x)

e —x er —x

e’ —1—x x (e — 1)

et —x

e — 1 — ze® + 22

er —x
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D’autre part :

(1 - 2)glz) = (1 - 2)(e" — — 1)
=" —x—1—axe®+22+2x
=e® — 1 —ze® + 22

D'ou f(z) —z = 1 =)gz) e_wx_)i(x)

(b) La courbe (C) est au dessus de la droite (D) sur un intervalle [ si et seulement si pour
tout z € I, f(z) —x > 0.

or f(ZE) o (1 B l’)g(l’)

r=-——"—"c¢t:
e’ —x
o 1—2z>0%1>adonc1—x >0 pour tout = € [0;1] et f(1) =0.
o D’apres la partie A, g(x) > 0 pour tout = €]0;1] et g(0) = 0.
o D’apres la partie A, e* —z > 0 pour tout x € [0;1].
d’otu le tableau de signe suivant :

x 0 1
1—x + 0
g(x) 0 +
e’ —uw +

flx)y—x| 0 + 0

Donc la courbe (C) est au dessus de la droite (D) sur [0;1]|.

gExercice 21
PARTIE 1

Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo] par g(x) = e* — xe” + 1.
1. Calculer ¢'(x).
2. En déduire le tableau de variations de g.

3. (a) Justifier que I’équation g(x) = 0 admet sur [0 ; +oo[ une unique solution. On note «
cette solution.

(b) A T'aide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude 1072 de a.

1
(c) Démontrer que e* = ——.
a—1

4. Déterminer le signe de g(z) suivant les valeurs de z.

PARTIE 2

4x
e +1°

Soit A la fonction définie et dérivable sur [0 ; +o0[ telle que A(z) =
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1. Démontrer que pour tout réel x positif ou nul, A’(z) a le méme signe que g(z), ot g est
la fonction définie dans la partie 1.

2. En déduire les variations de la fonction A sur [0 ; +oof.

PARTIE 3
4

er+ 1
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; ;7).
La figure est donnée ci-dessous.

Pour tout réel x positif ou nul, on note :

M le point de (C) de coordonnées (z ; f(x)),
P le point de coordonnées (x ; 0),
@ le point de coordonnées (0 ; f(x)).

On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo] par f(x) =

1. Démontrer que l'aire du rectangle OPM () est maximale lorsque M a pour abscisse «.
On rappelle que le réel o a été défini dans la partie 2.

2. Le point M a pour abscisse a.
La tangente (T) en M a la courbe (C) est-elle paralléle a la droite (PQ)?

Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme
non fructueuse, sera prise en compte dans [’évaluation.

26
2
\

gCorrection de I’exercice 21

PARTIE 1
Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo] par g(x) = e* — xe” + 1.
1. g est dérivable sur [0 ; o0 et on a :
g (r)=e"— (1 xe*+x xe")
=e"—e" —xxe'
= —x xe’

2. Pour tout réel x, e* > 0, d’ou le tableau de variations de g, avec :
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g0)=e"—0xe’+1=2

x 0 +00
o 0 _
e’ +
glx) |0 -
2
g \

3.(a) o ¢g(0)=2
o g(l)=e*—2e*+1=—-e*+1~ —6,4
o 0€[-6,4;2]
Donc, d’aprés le tableau de variation, la courbe représentative de g coupe une seule
fois I'axe des abscisses et par conséquent que I’équation g(z) = 0 admet sur [0 ; +oof
une unique solution a.

(b) A l'aide de la calculatrice, a ~ 1, 28.

(c) gla) =0
e“*—ae“*+1=0
e —ae® = —1
e*(l—a)=-1
N —1
e —
l—«
N 1
et = .
a—1

4. D’apres les questions précédentes, on a :

T 0 «Q +o0

Donc, d’aprés le tableau de variation précédent :
o g(x)> 0 pour x € [0;af.

o gla)=0

o g(x) <0 pour z €la; +00l.

PARTIE 2
Soit A la fonction définie et dérivable sur [0 ; +oo] telle que A(z) =

er +1°
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1. A(z) = % avec u(z) =4z et v(z) =" + 1
d’ot /() =4 et v'(z) = €”, ce qui donne :
Alz) = uw'(x) X v(z) — u2(x) x v'(z)

(v(x))
A x(e"+1)—4dx xe”
- (c" +1)°
_ de" + 4 — dxe”
S (et 1)
A x (e —xe” 4 1)
I
_ 4Axg(x)
C(er+ 1)

Or 4 > 0 et pour tout = € [0 ; +oo[, (e* 4+ 1)* > 0.
Donc A'(x) est du méme signe que g(x) pour tout z € $[0 ; +oo].

2. d’aprés les questions précédentes, on a le tableau de variation suivant, :

T 0 o 400
g() + 0 -
Al(z) + 0 -
A(e)
A 0 / \

PARTIE 3
1. Soit A laire du rectangle OPMQ.
A=0P x 0Q
— o x f()
A
et 4]
= A(z)

Donc, d’aprés le résultat de la partie 2, I'aire du triangle OPM @) est maximale lorsque
M a pour abscisse a.

2. Le point M a pour abscisse a. Deux droites ayant le méme coefficient directeur sont

paralléles, or :
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o La tangente (T) en M a la courbe (C) a pour coefficient directeur f'(a)) = —( +el)2'
ea
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o La droite (PQ) a pour coefficient directeur Yo —yr _ f(a) = f(o)
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Donc f'(a) = - et par conséquent | (T) est parallele a la droite (PQ).
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