Vecteurs, droites et plan de ’espace

I Caractérisations vectorielles

Remarque

On étend les définitions et opérations sur les vecteurs du plan vues en premiére aux vecteurs de
I’espace.

1  Vecteurs coplanaires

Remarque

En classe de premiére, un plan est défini par un point et deux vecteurs non colinéaires. Ce point
complété par ces deux vecteurs défini un repére du plan.

rDéﬁnition

| Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement s’ils ont des représentants dans un méme plan.

Y Propriété
Soit 7, T et W trois vecteurs tels que U et U ne soient pas colinéaires.
7, U et W sont coplanaires si et seulement si il existe une couple de réel (o, ) tel que

W =ad + 7.
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Deﬁmtlon
Si trois vecteurs ne sont pas coplanaires, alors ils définissent une base de ’espace. C’est & dire

que tout vecteur de l'espace peut s’écrire de maniére unique comme combinaison linéaire des
trois vecteurs de la base.

En clair, soit 7, o et W trois vecteurs non coplfﬂalres, alors pour tout vecteurs t de l’espace,
il existe un unique triplet (o, 3,7) € R tel que ¢ = oW + ¥ +1W.
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2 Repéres de 'espace

Déﬁnition
On appelle repére de 'espace tout ensemble <O,

trois vecteurs non coplanaires de 1’espace.

unique triplet (x,y, z) € R? tel que :
%
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OM=zi +yj +2k
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x,y et z sont alors appelée coordonnées de M dans le repére (O, 1,7,k >

I

Dans ce cas, ¢, j et k étant non coplanaires, pour tout point M de l'espace, il existe un
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II Droites et plan de ’espace

1 Droites de ’espace

3 Définition
Soit A un point de I'espace et 7 un vecteur non nul.

On appelle droite passant par A et de vecteur directeur U Pensemble des points M du plan tel
qu’il existe un réel k tel que :

AM = k2

Remarque

ﬁ
En effet, si M est un point de la droite passant par A et de vecteur directeur U, alors # 0 et
les vecteurs @ et AM sont colinéaires et par conséquent il existe un réel & tel que :

AM = kT

Remarque

Soit A et B deux points distincts, la droite (AB) est donc la droite passant par A et de vecteur
directeur A

Déﬁnition
Caractérisation paramétrique d’une droite :

- = =
Soit <O, 1,7, k:) un repére de 'espace et (d) la droite passant par le point A (x4, ya,24) et

de vecteur directeur o (e, B,7)-
M (x,y, z) appartient & (d) si et seulement si il existe k£ € R tel que :

T = x4+ ka
y = yat+kB ,keER
z = za+ky

Ce systéme d’équation est appelé une représentation paramétrique de (d).




:g Démonstration

Soit (O, i,7, k) un repére de 'espace et (d) la droite passant par le point A (x4, ya,24) et

de vecteur directeur (o, B,7).

D’aprés la définition des droites, M (x,y, z) est un point de (d) si et seulement si il existe un
—

réel k tel que AM = k.

or
T— T4 ko
—
AM | y—ya et  ku | kB
Z—2Zza k~y
d’ou
. r—x4 = ka T = za+ka
AM =kd & y—ys = kB =< y = ya+ kB
z2—zp4 = kv z = za+ky

Donc M (z,y, z) appartient a (d) si et seulement si il existe k € R tel que :

r = T4+ ka
Yy = ya+kp
z = za+ky

2  Positions relatives de deux droites
2 .1 Droites paralléles
Déﬁnition

| Deux droites paralléles sont deux droites qui ont la méme direction, c’est a dire que tout vecteur
directeur de I'une est aussi un vecteur directeur de I'autre.

Remarque

Deux droites confondues sont, de part la définition, paralléles.
Lorsque deux droites sont paralléles sans étre confondues, on dira qu’elles sont strictement paralléles.
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¥ Propriété
% Deux droites paralléles sont obligatoirement coplanaires, c’est a dire qu’elles sont toutes les
deux incluses dans un méme plan.

2 .2 Droites sécantes

Définition

| Deux droites sécantes sont deux droites qui ont un, et un seul, point en commun.

@ Propriété
% Deux droites sécantes sont obligatoirement coplanaires, c’est a dire qu’elles sont toutes les deux
incluses dans un méme plan.

Remarque

Dans 'espace, il existe des droites qui ne sont ni paralléles, ni sécantes.
Dans ce cas, on dira qu’elles ne sont pas coplanaires.
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3 Plan de l’espace
3 .1 Plan de l’espace

[ Définition
Soit A un point de ’espace et (7, 7) un couple de vecteurs non colinéaires.

On appelle plan passant par A et de vecteurs directeurs U et ¥ lensemble des points M du
plan tel qu’il existe deux réels k et h tels que :

AM = k7 + 17T

Remarque

Soit A, B et C trois points non alignés, le plan (ABC) est donc le plan passant par A et de vecteur
directeur 1@ et 1@

3 .2 Positions relatives de deux plans




II . DROITES ET PLAN DE L’ESPACE 7

- » o, 0

Deﬁnltlon
position relatives de deux plans :
Deux plans sont paralléles si et seulement si les vecteurs directeurs de I'un peuvent s’exprimer
comme combinaison linéaire des vecteurs directeurs de 'autre.

Autrement dit, si et seulement si les deux vecteurs directeur de I'un sont coplanaires avec les
deux vecteurs directeurs de 'autre.

Remarque

Deux plans confondus sont, de part la définition, paralléles.
Lorsque deux plans sont paralléles sans étre confondus, on dira qu’ils sont strictement paralléles.

Déﬁnition

Caractérisation paramétrique d’un plan :

Soit (O, _z'>, ?, ?) un repére de 'espace et (P) le plan passant par le point A (x4, ya,24) €t
de vecteurs directeurs o (Quy Bus Yu) €L K (), Bos o)

M (x,y, z) appartient & (P) si et seulement si il existe (k, h) € R? tel que :

T = x4+ koy + ha,
y = ya+kB,+hB, ,(k h)cR?
z = za+ kay,+ hp,

Ce systéme d’équation est appelé une représentation paramétrique de (P).

gDémonstration

e
Soit (O, i,7, k) un repére de U'espace et (P) le plan passant par le point A (z4,y4, 24) et de
vecteurs directeurs o (Vs Bus Yu) €1 K (v, Bos Vo)
D’aprés la définition d_es> plans, M (x,y, z) est un point de (P) si et seulement si il existe deux
réels k et h tels que AM = kd +h.

or
T —Ta ko, + hay,
AM | y—ya et kU +hU | kB+hB,
2— 24 kv 4+ h,




d’ou

. T—24 = ka,+ hay T = x4+ ko, + hay,
AM =kd +hU & y—ya = kB+hB, << y = ya+kB+hp,
z2—2za = ky+hy, 2 = za+ky+hy

Donc M (z,y, z) appartient a (P) si et seulement si il existe (k, h) € R? tel que :

r = x4+ ko, + hay,
Yy = ya+kBu+hp,
z = za+ kay, + hp,



