Suites, préparation au DS 1

ﬁCorrection de 'exercice 1
1. Démonstration par récurrence.

(a)
(b)

U1:4U0+6:4X1+6:10
u2:4u1+6=46

Soit P la proposition définie sur N par :
P(n):"u, =5 x4" =27

Initialisation

Pourn=0:uy=3et5x4°—-2=5—-2=3, donc uy =5 x 4° — 2 et par conséquent
la proposition est vraie pour n = 0
Hérédité
Soit £ € N.
Supposons que P (k) est vraie pour entier k fixé. Clest a dire que uj, = 5 x 4% — 2
D’ou :
Ugs1 = 4dup +6  par définition de la suite
=4 (5 x 4F — 2) +6  d’aprés I’hypothése de récurrence
=5x4Ml —84+6

=5 x4kt 2
Donc P est héréditaire.
Conclusion

P(0) est vraie et P est héréditaire donc P(n) est vraie pour tout n € N*.

Soit n € N
W1 = Upt1 + 2
=4u, +6+2
=4u, +8
= 4(u, +2)
= 4w,
Donc, la suite (w,) est une suite géométrique de raison 4 et de premier terme wy =
up+2=3+2=05>.

La suite (w,) étant une suite géométrique de raison 4 et de premier terme wy = 5, on
a pour tout n € N :
w, =5 x 4"

pour tout n € N
w, = u, + 2 donc u,, = w, — 2 et par conséquent :

Uy, =5 X 4" — 2



:gCorrection de 'exercice 2
1. Démonstration par récurrence.

(a) w _3U0—1_§
e 4U0 —1 n 3 5
Ix=-—1
3u; — 1 4 3
th = 4x-—-1 =
3 3
(b) Soit P la proposition définie sur N par :
an + 2
/P : 2 n — 2
(n) 6n +1
Initialisation
3x0+42 3x0+42
Pour n : 0 : ug : 2 et 6><—011 = 2, donc ug = ﬁ et par conséquent la
proposition est vraie pour n = 0
Hérédité
Soit k € N.
: ) , < 3k +2
Supposons que P(k) est vraie pour lentier k fixé. C’est a dire que uy = 1
D’ou : 3 .
Upy1 = hl par définition de la suite
4Uk -1
3k +2
X —1
= 6k + 1 d’apres ’hypothése de récurrence
" 3k +2
6k 4+ 1

9k 46— (6k+1)
12k +8 — (6k + 1)

_ 3k+5

6k +7

C3(k+1)+2
6(k+1)+1

Donc P est héréditaire.
Conclusion
P(0) est vraie et P est héréditaire donc P(n) est vraie pour tout n € N*.

2.(a) Soit n € N
2

Wpy1 = ———
" QU1 — 1

-1
2><3u”

4un—1_
B 8u, — 2
6u, — 2 — (du, — 1)




_ Bup — 2
S 2w, —1
d’ou :
_ Buy — 2 2
O S =1 2u, — 1
_ Bu, —4
© 2u, — 1
4 x(2u, - 1)
N 2u, — 1
=4
Dong, la suite (w,) est une suite arithmétique de raison 4 et de premier terme
2 2
Wy = = —.
2’&0 —1 3

2
(b) La suite (w,) étant une suite arithmétique de raison 4 et de premier terme wy = 3

on a pour tout n € N :

Wn =3 +4n
(¢) pour tout n € N
2
w, = 5 donc w,, x (2u, — 1) =2 d’ott u,, X 2w, — w, = 2 et par conséquent :
Uy —
2
Uy = +wn, donc
2w,
2
24+ - +4n
Uy = 3
" 2
2x [ =+14
(5+)
12n+4
Uy =
24n + 4
3n+1
Uy =
on+1

5Correcti0n de 'exercice 3
1. Démonstration par récurrence

u+2 142

= = :3

(a) “ Ug 1
uw+2 342 5
Uo = = = —
Ty 3 3

5
w+2 31T2 1
u3: = = —

U2

wloy +
ot



(b) On va démontrer par récurrence la proposition P définie sur N par :
P(n):u, >0

Initialisation

Pour n = 0 : uyp = 1 et par conséquent uy > 0, donc la proposition est vraie pour
n=>0

Hérédité

Soit n € N.

Supposons que P(n) est vraie pour 'entier n fixé. C’est a dire que u,, > 0

Dans ce cas 2 + u,, > 0 et par conséquent u,,; > 0 en tant que quotient de deux
nombre strictement positifs.

Donc P est héréditaire.

Conclusion

P(0) est vraie et P est héréditaire donc P(n) est vraie pour tout n € N*.

(¢) On va démontrer par récurrence la proposition P définie sur N par :

2n+2 - (_1)n

P(n):u, = m

Initialisation
20+2 _ (_1)0 B 4 —1 B
20+1 4 (—1)0 241
20+2 _ (_1)0

m et par conséquent la proposition est vraie pour n = 0

Pourn=0:ug=1et

Donc ug =
Hérédité
Soit n € N.



Supposons que P(n) est vraie pour U'entier n fixé. C’est a dire que u,, =

Un+1

Up + 2
U,
2n+2 _ (_1\n
(=1) + 2
2n+1 + (_1)n
2n+2 _ (_1)77,
2n+1 + (_1)71
2n+2 _ (_1)n 2 % <2n+1 + (_1)n>
gn+1 + (_1)n on+1 + (_1)n
2n+2 _ (_1)71
2n+1 + (_1)71

212 _ (—1)" 42 x (271 4 (—1)7)
on+2 _ (_1)n

2n+2 _ (_1)n + 2n+2 + 2 % (_1)11
2n+1 + (_1)n2n+2 _ (_l)n

2 % 2n+2 + (_1)n
2n+2 _ (_]_)n

2n+3 _ (_1)n+1
on+2 + (_1)n+1

Donc P est héréditaire.
Conclusion
P(0) est vraie et P est héréditaire a partir de n = 0, donc P(n) est vraie pour tout

n € N*,

2. Autre méthode :
(a) Soit n € N

Wn4+1 =

Up + 2

Up+1 — 2
Un+1 +1

2
Un

Up + 2

+1
Un

2n+2 _ (_1)n
2n+1 4 (=)™

d’aprés la définition de la suite (u,,)

d’apres ’hypothése de récurrence



Donc (w,,) est une |suite géométrique de raison 5

—1

et de premier terme

_U0—2_—1

Wy =

uw+1 2

—1 _
3. (w,) étant une suite géométrique de raison 5 et de premier terme wy = > on a pour

tout n € N :

(0]

—1\"
Wy, = Wy X 7

@)

On sait que pour tout n € N, on a w,

d’ott wy, X (uy, +1) = u, — 2

Up X Wy, — Uy = —Wy,, — 2
—Wwy, — 2
Uy = ——————
w, — 1
wy, + 2
Up =
1—w,

-1 n+1
(7) o
_1 n+1
- (5)
2
(_1>n+1 + 2n+2
. 2n+1
- 2n+1 _ (_1)n+1
2n+1
221
Toon4l _ (-1
_ 2n+2 _ (_1)n
- 2n+1 + (_1)n

Donc : u,, =

)n—i—l
)

n+1

Unp




