Suites, préparation au DS 2

gCorrection de 'exercice 1
1. Démonstration par récurrence.

(a) 4 12
a) |u; = = —
! 2u0 + 1 7
(b) i. Soit n € N
4du, Kt ¢
Upp1 = une part.
T o+ 1 P
D’autre part, on a :
2 2(2u, +1) 2
2, +1  2u, +1 2, + 1
 Adu, +2-2
o 2u, + 1
A,
C 2u, +1
D bi 2 2
onc on a bien |, 1 =2 —
il 2u,, + 1

ii. Soit P la proposition définie sur N par :
P(n):0 < tuprr < up

Initialisation

Pourn=0:uy=3 et uy = 1—72, donc 0 < u; < up et par conséquent la proposition
est vraie pour n =0

Hérédité

Soit k € N.

Supposons que P(k) est vraie pour l'entier k fixé. C’est a dire que :

0 < w1 < wy

D’ou :

0 < 2upq1 < 2uy,

1< 2up +1 < 2u + 1

1 1
1> Yur 1 = a1 1 car la fonction z — p est décroissante sur |0; +00]
—2< — < - 2
2upy +1 2ug + 1
2 2
0<2

_—<2_
2uk+1+1 Quk—i—l



0 < Upyo < Uppr
Donc P est héréditaire.

Conclusion
P(0) est vraie et P est héréditaire donc P(n) est vraie pour tout n € N, c’est a
dire :

Vn e N,0 < tpr1 < Uy

iii. D’aprés la question précédente, pour tout n € N, u,, 11 < uy,, donc| (u,) est décroissante |.

2. Formule explicite.

(a) Soit n € N
2un+1
Wpy] = —————
T 2y -3
4

g “n

o 2u, +1
=
R

2u, +1

B 8u,
~ Su, — 3(2u, + 1)

Sy,
2u, — 3

2Uy,

=4 X ———
2Uu, — 3

=4 x w,

Donc, la suite (w,,) est une suite géométrique de raison 4 et de premier terme
2U0 6

Wo

T 2u -3 3

(b) La suite (w,) étant une suite géométrique de raison 4 et de premier terme wy = 2, on
a pour tout n € N :

w, =2 x 4"

(¢) i. Pour tout n € N
2Uuy,

donc 2w, u,, — 3w, = 2u,,
donc 2w, u,, — 2u,, = 3w,
donc u, (2w, — 2) = 3w,

3wy,
2w,, — 2

ii. D’aprés les questions précédentes, on a :

et par conséquent |u,, =

6 x 4"
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