Suites, préparation au DS 2

gCorrection de 'exercice 1
1. Démonstration par récurrence.

(@) 4 12
a) |up = = —
! 2UO+1 7
(b) i. Soit n € N
2 2(2u, +1) 2
2, +1  2u,+1 2, + 1
Auy, +2-2
o Qu, +1
A,
C Qu, + 1
4du,
or Upy1 = ——
T oy, + 1
) 2
Donc on a bien |u,,; =2 —
2u, +1

ii. Soit P la proposition définie sur N par :
Pn):0 < ups1 < uy

Initialisation

12
Pourn=0:uy=3et u; = > donc 0 < u; < up et par conséquent la proposition

est vraie pour n =0

Hérédité

Soit k£ € N.

Supposons que P(k) est vraie pour l'entier k fixé. C'est a dire que :
0 < upyr < ug

D’ou :

0 < 2upq1 < 2uy,

1 1 1
1> > car la fonction z — — est décroissante sur |0; +00]
2uk+1 +1 2uk +1 X
2
o< — <—
S Qupa +1 0 2u+1
2 2
02— <2
= Q1 +1 2uy + 1
0 < Upgo < Uppr

Donc P est héréditaire.



Conclusion
P(n) est vraie pour n = 0 et P est héréditaire & partir de ce rang, donc P(n) est
vraie pour tout n € N, c’est a dire :

Vn e N,0 < tpr1 < uy

iii. D’aprés la question précédente, pour tout n € N, u,, 11 < u,, donc| (u,) est décroissante |.

2. Formule explicite.

(a) Soit n € N
2un+1
Wpy] = —————
T QU -3
4
QL
. 2u, +1
S T—
4 3

u, +1

B u,
 Suy, — 3(2u, + 1)

8u,
2u, — 3

2Uy,

=4 X —
2u, — 3

=4 X w,

Dong, la suite (w,) est une suite géométrique de raison 4 et de premier terme
2U0 6

T 2u-3 3
(b) La suite (w,) étant une suite géométrique de raison 4 et de premier terme wy = 2, on
a pour tout n € N :

Wo

w, = 2 x 4"

(¢) i. Pour tout n € N
2u,,

donc 2w,u,, — 3w, = 2u,
donc 2w, u,, — 2u,, = 3w,
donc wu, (2w,, — 2) = 3w,

3wy,
2w,, — 2

ii. D’aprés les questions précédentes, on a :

et par conséquent |u, =

6 x 4"

U = gt



:gCorrection de ’exercice 2

1. Démonstration par récurrence.
Uo
Uy + 8
3
11
(b) Soit P la proposition définie sur N par :

(a) uy =

P(n):0 < u,

Initialisation

Pour n =0 : uy = 3 donc 0 < ug et par conséquent la proposition est vraie pour n = 0
Hérédité

Soit n € N.

Supposons que P(n) est vraie pour 'entier n fixé. C’est a dire que :

0<u,
D’ou :
0<u,+8
Donc : 0 <

Unp

Up + 8
Donc 0 < u,y11 et par conséquent P est héréditaire.

par quotient de deux nombres strictement positifs

Conclusion
P(n) est vraie pour n = 0 et P est héréditaire a partir de ce rang, donc P(n) est
vraie pour tout n € N, c’est a dire :

Vn e N,0 < u,

(¢) Pour tout n € N, u,, >0 et on a:

Un,
Upt1 =
1 Uy + 8
Up,
d'on L —
Up, Up + 8
Up, ) ,
or u, +8 > 1 car u, > 0 donc n < 1, d’ou 1 et par conséquent la suite
Up, Up,
(uy,) est strictement décroissante.
7
2. Soit (wy,) la suite définie sur N par : Vn € Nyw,, =1+ —
Unp
(a) Soit n € N.
7
Wp4+1 = 1 +
Un+1
7
=1+ —
U, + 8
7 X (uy, + 8
=1+ M

Unp



n 7
:1+7><u—~|—8><—

Unp Unp
7
=848 x —
U,
7
=8 X (1 + —)
Uy,
=8 X w,
S : 7 :
Donc (w,)est une suite géométrique de premier terme wy = 1 + 3=3 et de raison

8.

10

(b) La suite (w,) étant une suite géométrique de raison 8 et de premier terme wy = 3

on a pour tout n € N :

(c) pour tout n € N, on a :

7
wy, =1+ —
Up
wy, — 1 1
donc w,, — 1 = — et par conséquent — = —.
n u’I’L
7
w, — 1

Donc, en utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :
7 21

U, = =
" 10 n_
§><8”—1 10 x 8" =3

Donc u,, =

ﬁCorrection de 'exercice 3
1. Pour tout n € N*, on a :

1
m?+3n—-1 " (2n+3_ﬁ>

2 2
nt nx(1+—)
n

1
n+3——
- n

2
1+ =
n

1 2
or: lim <—) = lim (—) =0, donc :
n—-+oo n n—-+oo n

1
lim <2n—|—3—— = 400 2n+3_l
n—-+oo n

s N s n| _
9 d’on  lim — 5 = 400
1+ — = 1

n

lim
n—-+o0o

n?+3n—1
Donc lim (n—{—_n) = +400

n—-+o0 n+2

2. Pour tout n € N*, on a :



2420 — 2 6
n?+2n—6 . 1+___2)
non

1 2

3_ -4 =

_ n__n?

2 6

1+=——

1 2
Iim (3 ——+ — = 3
n——+0oo n n PRREN .
2 6 don lim
Iim (14 —— — = 1 1
n—+oo n n
2 _ 2
Donc lim 3n n =3
n—4oo \ N2 +2n —6

3. Pour tout n € N*, on a :

6 2
n? —6n+2=n?x l——+—
n o n

1 1
or : lim (—) = lim (—2> =0, donc :
n—-+oo n n—-+oo n

6 2
lim (n2>< (1——+—2))
n——+oo n n

lim (n = 400

n—-+o00

Done lim (n2 —6n + 2) = 400

n—-+o0o

4. Pour tout n € N*, on a :

1 1

d’out

. 1 ) 1
or: lim (—> = lim (—) =0, donc :
n——+o00 \/ﬁ n——+o0o \ N

li 1 ! + L 1
1m El—— — =
n—+oo \/ﬁ n

lim (n) = +oo
n—-+00
Donc lim (n—\/ﬁ+1):+oo
n—-+o0o
5. Pour tout n € N*, on a :
n? x 3—i
3n*—-1 n?
- — =
nd3+2n —6 QX(n—i—g—%)
n o n
1
ST
2 6
n+-——

d’on

lim
n—-+oo

(nx(y_



1
lim <3 -— ] = 3 i
n—-400 n I n2
d’ou lim
lim |n+—-——] = +o00 n+ 2 - —
n—-+o0o n n n
3n? —1
D li —_— ] =
o e (n3 +2n - 6) !
6. Pour tout n € N*, on a :
1
i1 V(3 )
1 1
" N (ﬁ + %>
1
3
_ vn
o 1
\/ﬁ-i- %
. . 1
or : lim, 1 (v/n) = +00 et nl_lgloo (%) = 0, donc
1 (3 ! 3 3 !
im —— ) = _
nobes \/15 don lim \/?
l. . _ n—-+0o0o o
Jim <ﬁ+ NG 400 Vn+ NG




