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1. Démonstration par récurrence.

(a) u1 =
4u0 + 3

u0 + 2
=

7

3

(b) i. Soit n ∈ N

4− 5

un + 2
=

4(un + 2)

un + 2
− 5

un + 2

=
4un + 8− 5

un + 2

=
4un + 3

un + 2

or un+1 =
4un + 3

un + 2
.

Donc on a bien un+1 = 4− 5

un + 2

ii. Soit P la proposition définie sur N par :

P(n) : 0 ⩽ un ⩽ un+1

Initialisation

Pour n = 0 : u0 = 1 et u1 =
7

3
, donc 0 ⩽ u0 ⩽ u1 et par conséquent la proposition est vraie pour

n = 0

Hérédité
Soit n ∈ N.
Supposons que P(n) est vraie pour l’entier n fixé. C’est à dire que :
0 ⩽ un ⩽ un+1

D’où :
2 ⩽ un + 2 ⩽ un+1 + 2
1

2
⩾

1

un + 2
⩾

1

un+1 + 2
car la fonction x 7→ 1

x
est décroissante sur ]0; +∞[

−5

2
⩽

−5

un + 2
⩽

−5

un+1 + 2

4 +
−5

2
⩽ 4 +

−5

un + 2
⩽ 4 +

−5

un+1 + 2
avec 0 ⩽ 4 +

−5

2
0 ⩽ un+1 ⩽ un+2

Donc P est héréditaire.

Conclusion
P(n) est vraie n = 0 et P est héréditaire à partir de ce rang, donc P(n) est vraie pour tout n ∈ N,
c’est à dire :

∀n ∈ N, 0 ⩽ un+1 ⩽ un

iii. D’après la question précédente, pour tout n ∈ N, un ⩽ un+1, donc (un) est croissante .

2. Formule explicite.
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(a) Soit n ∈ N
wn+1 =

un+1 − 3

un+1 + 1

=

4un + 3

un + 2
− 3

4un + 3

un + 2
+ 1

=
4un + 3− 3un − 6

4un + 3 + un + 2

=
un − 3

5un + 5

=
1

5
× un − 3

un + 1

=
1

5
× wn

Donc, la suite (wn) est une suite géométrique de raison
1

5
et de premier terme

w0 =
u0 − 3

u0 + 1
=

−2

2
= −1.

(b) La suite (wn) étant une suite géométrique de raison
1

5
et de premier terme w0 = −1, on a pour tout

n ∈ N :

wn = −1×
(
1

5

)n

=
−1

5n

(c) i. Pour tout n ∈ N
wn =

un − 3

un + 1
d’où wn × (un + 1) = un − 3
donc wnun + wn = un − 3
donc wnun − un = −wn − 3
donc un × (wn − 1) = −wn − 3

et par conséquent un =
−wn − 3

wn − 1
=

wn + 3

1− wn

ii. D’après les questions précédentes, on a :

un =

−1

5n
+ 3

1 +
1

5n

=
3× (5n − 1

5n + 1
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