Suites, démonstration par récurrence et
calcul de limites

Exercice 1
Soient (u,) et (wy,) les suites définies sur N par :

U():l
Vn e N, upq = 3u, +4
vn € N,w, = u, + 2

1. Montrer que la suite (w,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme
et la raison.

2. En déduire pour tout n € N D'expression de w, en fonction de n, puis celle de u,, en
fonction de n.

5Exercice 2

Soient (uy,) et (wy) les suites définies sur N par :

(
U0:3
n— 4
VnGN,un_H:u
Up — 3
1
Vn € N,w, =
Up — 2

1. Montrer que la suite (w,,) est une suite arithmétique dont on donnera le premier terme
et la raison.

2. En déduire pour tout n € N D'expression de w, en fonction de n, puis celle de u,, en
fonction de n.

4 Exercice 3
L’objectif de cet exercice est d’utiliser les formules du cours sur les suites arithmétiques et géo-
métriques.

1
1. (uy) est une suite arithmétique de raison 5 et de premier terme uy = 5

(a) calculer uyy.



(b) calculer

L .3 :
2. (vy) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = 1.

(a) calculer vyg.
(b) calculer

> ()

6
k=0

4 Exercice 4
Soit (uy,)nen une suite arithmétique de raison r telle que :

ug =aoua € R

Zuk =125
k=3

Exprimer a en fonction de r

ﬁ Exercice 5

(v) est la suite définie sur N par :
2n+5

Un = RUSS

1. Montrer que v est une suite géométrique.

2. Donner la raison de cette suite et son sens de variation.

g Exercice 6

1. Soit u la suite définie sur N* par u,, = 5n® —n? — 7
Démontrer que u est croissante.

2. Soit v la suite définie sur N par v, 41 = 5v2 + v, + 3 et vg = —5
Démontrer que v est croissante.
3n+2
3. Soit w la suite définie sur N par w,, = =

Démontrer que w est décroissante.

4 Exercice 7
Soit (un),cy la suite définie par u; = 2 et tel que pour tout entier naturel n non nul :
1

Un+1:2—u—
n

1. Calculer us, us et uy. Les résultats seront donnés sous forme fractionnaire.



. . . n—+1
I 2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel » non nul, u,, = .
n

g Exercice 8

On se place dans un repére orthonormé et, pour tout entier naturel n, on définit les points (A,,)
par leurs coordonnées (x,, ; y,) de la maniére suivante :

Tpy1 = 0,8z, — 0,6y,
Yny1 = 07 6x, + 07 8yn

0 -3 et pour tout entier naturel n :
Yo = 4

1. Déterminer les coordonnées des points Ay, A; et As.

2. Pour construire les points A, ainsi obtenus, on écrit le programme Python suivant :

e Python
import matplotlib.pyplot as plt

import math as m

def const (x , y , nbPoints) :

X=[x]

Y=ly]|

for i in range(0 , nbPoints + 1, 1) :
X.append(0.8*X[i]-0.6*Yi])
Y .append(0.6*X[i]+0.8*Y]i])

plt.plot(X,Y)

plt.show()

const(...,......)

Recopier et compléter la derniére ligne de ce programme pour qu’il construise les points

3. Placer dans un repére orthonormé les points Ay, A; et As.

Quel semble étre I’ensemble auquel appartiennent les points A,, pour tout n entier natu-
rel 7

4. Démontrer la conjecture précédente.

5Exercice 9

. : . 1
On considére la suite u définie sur N* par u, = —
n

1. Etude numérique
(a) Démontrer que pour tout n > 10, u, €] —0,1;0, 1].

(b) Déterminer une valeur Ny telle que pour tout n > Ny,
wn €] — 0,01;0,01]

2. Généralisation.




1
(a) Soit e un réel strictement positif. Démontrer que pour n > —, on a u, < e.
e

(b) Recopier et compléter la phrase suivante :
"On peut en déduire que pour tout e > 0, l'intervalle | — e; e[ contient toutes les
valeurs ... pour n > ...".

(¢) Que peut-on en déduire ?

gExercice 10

On considére la suite v définie sur N par u,, =

6yn+1
2y/n

1. calculer vyg, V100, V1000 €t en donner des valeurs approchées a 1072,

Observer la représentation graphique de v sur une calculatrice. Quelle conjecture peut-on

alors faire sur sa limite en +o00?

1
Montrer que pour tout n € N* v, =34+ ——

2\/n’
On considére 'intervalle |2, 95; 3,05[. Monter que pour n supérieur a une certaine valeur
Ny & déterminer, on a u, €]2,95;3,05].

Soit r un réel strictement positif. On considére alors 'intervalle |3 —r, 3+ r[. Monter que
pour n supérieur & une certaine valeur Ny a déterminer, on a u,, €]3 — ;3 +r|.

. Conclure en utilisant la définition de la limite finie en +o0.

4 Exercice 11
Utiliser la définition de la limite d’une suite pour démontrer que :

lim vn+2=+o00

n—-+o0o

ﬁExercice 12

Déterminer les limites des suites suivantes :

1.

n®>+2n—3

m —

n—+oo 2n2 4+ 4n + 1
lim 8n%—5n+2

n—4o0o

lim 2n —3vn+1
n—-4oo

lim v

n—+oo N + 1

lim 3nyn —2n —3vn —2
n—-+o0o

lim

) n—+o0o n\/n+2



2 _ _ _
o lim 3n* —2n —3y/n — 2
n—+00 nyvn—+95
10, lim P 3vn—?
n—+oo \/2n? 4 2n + 3
11. lim va+1—+vn

n—-+00

4 Exercice 13
Démontrer que les suites (u,,) et (v,) sont convergentes et déterminer leurs limites.
(=1)" cos(n)

= et v, =
n+1 " n?

ﬁExercice 14

On considére la suite (u,) définie, pour tout entier n > 1, par :

U _Zn:i—l_i_i_'_i_'_i_'_..._ki
TS VE V2 BV Vi

1. Démontrer que pour tout entier naturel n > 1, et pour tout entier naturel k tel que
1<k<n,ona:

<

1

— >
Vi~V
>\/n

2. En déduire que pour tout n > 1, u,, >

3. Déterminer la limite de la suite (u,,).

ﬁExercice 15

Soit (u,) la suite définie sur N par :
Uy = 1
Uy — 9
Pour tout n € Ny u, 1 =
Uy — D
. ) 3n —8
Démontrer par récurrence que pour tout n € N, u,, = 5
n p—

ﬁExercice 16

On considére la suite (u,) définie, pour tout entier n non nul, par :

n

u—21—1+1+1+-~+1
" n+vk n+vV1l n+v2 n+V3 n++/n

k=1

1. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, on a :

n n
<up <
n—+ o n+1

B



2. Etudier la convergence des suites définies par :

(2) :
a) v, =
n++/n
n
b) w, =
(b) n+1
3. En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

5Exercice 17

Déterminer les limites des suites suivantes :

3 n
1. u, = ——
w=2(-3)
" 2
2. Uy, = | —= —
U (3) —l—n

5 2" —1
.Uy =
3n
3n
2n+1
5. un:—52n

ﬁExercice 18

Soient (u,)nen la suite définie sur N par :

Uy = 1
dUp + 2
P tout n € Nyu,p.1 = ——
our tout n Upt1 w11
1. Calculer u; et us
50+ 2
2. Résoudre I’'équation | = ————.
ésoudre 1’équation ]

On note [ la solution de cette équation.

3. Soit (v, )nen la suite définie pour tout n € N par :

1
Uy — |

Up =

(a) Calculer v,.; — v, et en déduire la nature de la suite (vy,).
(b) Déterminer v,, en fonction de n.

4. Déduire des questions précédentes u,, en fonction de n.

5. Donner alors la valeur exacte de us



4 Exercice 19
Soient (uy)nen la suite définie sur N par :

terme.
(b) En déduire v,, en fonction de n.

4. Déduire des questions précédentes u,, en fonction de n.

5. Donner alors la valeur exacte de uy
4 Exercice 20

_ n(n+2)
RISV

1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a :

0<u, <1

2. Etudier le sens de variation de la suite (u,).

3. Calculer la limite de (u,) lorsque n tend vers +o0.

:5 Exercice 21

Soit (uy) la suite définie pour tout entier naturel n > 1 par :

1 1 1

a 1
”"_ggk@+1y_1x2+2x3 3 x4

1. Vérifier que pour tout entier naturel £ non nul, on a :

1 1 1

k(k+1) k k+1

Uy = 2
8u, — 5
Pour tout n € Ny w1y = ———
s Uy + 2
1. Calculer u; et uq
8 —5
2. Résoudre 'équation | = Tr2
On note [; et [y les solutions de cette équation
3. Soit (v, )nen la suite définie pour tout n € N par :
Up — ll
Uy =
Up — l2

+ ot

2. En déduire une expression simple de u,, en fonction de n.

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont vous donnerez la raison et le premier

Soit (u,) la suite numérique définie pour tout entier naturel n non nul par :

1

nx(n+1)



. 3. Calculer la limite de (u,) lorsque n tend vers +oo.

g Exercice 22

On considére la suite (u,) définie par ug = 161 et pour tout n € N
Uit = 0, 61y + 8

1. A l'aide d’une calculatrice, conjecturer le comportement de la suite (u,) en +oo.
2. Soit (vy,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 20.
(a) Montrer que la suite (v,,) est géométrique.

(b) Exprimer v, en fonction de n.

(c) Déterminer la limite de la suite (v,) et en déduire celle de (uy,).

ﬁ Exercice 23

On considére la suite (u,) définie par ug = 1 et pour tout n € N,

Upi1 = §u” +4

On pose pour tout entier naturel n, v, = u,, — 6.

1. Pour tout entier naturel n, exprimer v, ; en fonction de v,. Quelle est la nature de la
suite (vy,).

1 n
2. Montrer que pour tout n € N, u,, = —5 X (5) + 6.

3. Etudier la convergence de la suite (u,,).

g Exercice 24

. . . 3a
Soit a un réel et (u,) et (v,) les suites définies par ug = a, vy = s et pour tout n € N,

1 1
Upy1 = g(un +4v,) et v = E(Bun + 2v,)

1. A Plaide d’une calculatrice, conjecturer le comportement des suites (u,) et (v,) en +o0.
Semble-t-il dépendre de a?

2. Emettre une conjecture sur la suite w,, = 3u,, + 4v,, et démontrer cette conjecture.

3. En déduire u,, en fonction de v, puis v,,1 en fonction de v,, seulement.

4. En déduire les limites des suites (u,) et (v,).

4 Exercice 25
Soit (uy,) la suite définie sur N par uy = 3 et pout tout n € N,

1 2
Un+1 = Zu

n



1. Sila suite (u,) converge, quelles sont les valeurs possibles de sa limite ?
2. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 3.
3. Etudier les variations de la suite (u,,).

4. Prouver que (u,) converge et préciser sa limite.

ﬁ Exercice 26

On considére le programme Python ci-dessous :

g Python

import math as m

def f(u, s, n):
for i in range(n) :
u=2%*u+1-
S=s+u
return|u,s|

print(f(1,1,10))

1. Partie A
(a) Justifier que pour n = 3, l'affichage est [11,21].

(b) Reproduire et compléter le tableau suivant :

valeurden [0|1[2] 3 |45
Affichage de u 11
Affichage de S 21
2. Partie B

Soit (uy,) et (S,) les suites définies sur N par ug = 1 et pour tout n € N :

Upt1 = 2Uup +1—n et Sn:Zuk:uo—i—ul—i—...—i—un
k=0

(a) Pour n donné, que représente les valeurs affichées par I'algorithme de la partie A7

(b) Recopier et compléter le tableau ci-dessous. Quelle conjecture peut-on faire a partir

de ces résultats ?
n 0[1]213(4]5

Un,
Uy — N

(¢) Démontrer la conjecture.
(d) En déduire I'expression de S, en fonction de n et vérifier le résultat obtenu dans la
partie A pour n = 5.
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:gExercice 27

Partie A
Soit (u,) la suite définie par son premier terme ug et, pour tout entier naturel n, par la relation

Upt1 = aun, + b (a et b réels non nuls tels que a # 1).
b

1—a

On pose, pour tout entier naturel n, v, = u, —

1. Démontrer que, la suite (v,) est géométrique de raison a.

2. En déduire que si a appartient a Uintervalle | — 1 ; 1], alors la suite (u,) a pour limite
b
1—a
Partie B

En mars 2015, Max achéte une plante verte mesurant 80 cm. On lui conseille de la tailler tous
les ans, au mois de mars, en coupant un quart de sa hauteur. La plante poussera alors de 30 cm
au cours des douze mois suivants.

Dés qu'il rentre chez lui, Max taille sa plante.

1. Quelle sera la hauteur de la plante en mars 2016 avant que Max ne la taille ?

2. Pour tout entier naturel n, on note h, la hauteur de la plante, avant sa taille, en mars
de l'année (2015 + n).

(a) Justifier que, pour tout entier naturel n, h,; = 0,75h, + 30.

(b) Conjecturer a I'aide de la calculatrice le sens de variations de la suite (hy,).

Démontrer cette conjecture (on pourra utiliser un raisonnement par récurrence).

(c) La suite (h,) est-elle convergente 7 Justifier la réponse.

:gExercice 28

Le but de cet exercice est d’étudier les suites de termes positifs dont le premier terme wug est
strictement supérieur a 1 et possédant la propriété suivante : pour tout entier naturel n > 0, la
somme des n premiers termes consécutifs est égale au produit des n premiers termes consécutifs.
On admet qu’une telle suite existe et on la note (u,,). Elle vérifie donc trois propriétés :

ug > 1,

pour tout n > 0, wu, = 0,

pour tout n >0, ug+ up + -+ Up_1 = Ug X UL X =+ + X Uyp_1.

1. On choisit ug = 3. Déterminer u; et us.

2. Pour tout entier n > 0, on note s, = ug + Uy + - + Up—1 = Uy X Uy X **+ X Up_1.
On a en particulier s; = ug-

(a) Vérifier que pour tout entier n > 0, S,41 = S, + Uy €t 5, > 1.

(b) En déduire que pour tout entier n > 0,

Sn

Uy = )
Sy — 1

(c) Montrer que pour tout n > 0, u, > 1.
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3. A l'aide de la fonction Python ci-contre, on veut calculer le terme u,, pour une valeur de

n donnée.
a. Recopier et compléter la fonction Py-

thon ci-contre.

b. Le tableau ci-dessous donne des valeurs
arrondies au milliéme de w, pour diffé-
rentes valeurs de 'entier n :

n |0 5 10 20 30 40
uy, | 3| 1,140 1,079 1,043 1,030 | 1,023

Quelle conjecture peut-on faire sur la

def prog(n) :

u=3
s=0
for i in range(...) :
u =
s= ...
return u

convergence de la suite (u,)?

4. (a) Justifier que pour tout entier n > 0, s, > n.

(b) En déduire la limite de la suite (s,,) puis celle de la suite (u,).



